Geometria. Matematicas 11 Enero 2025

Instrucciones: Debes resolver cuatro ejercicios, uno de cada bloque.

Ejercicio 1.1 (Puntuacidon maxima: 2,5 puntos)
X-y+2z+1=0

Dados el punto P(1,2,—4) ,larecta r: yelplano 7:2X—-y+2+1=0, se
3X+y-z-1=0

pide:

a. (0,75 puntos) Encuentra la ecuacién del plano que contiene al punto P yalarecta .

b. (0,75 puntos) Determina el dngulo que forman larecta I yel plano r.

— C. (1 punto) Halla la ecuacién del plano que contiene a larecta I y es perpendicular al plano 7.
5
g
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Ejercicio 1.2 (Puntuacién maxima: 2,5 puntos)
Sean los puntos del espacio A(-1,0,1), B(1,2,3) y C(2,-1,1).
a. (1,25 puntos) Encuentra un punto de la recta que pasa por A y por B tal que su distanciaa C
sea de 3 unidades.
b. (1,25 puntos) Halla unas ecuaciones de la recta que pasa por C y es perpendicular a la recta que
pasa por A ypor B.
Ejercicio 2.1 (Puntuacién maxima: 2,5 puntos)
La proyeccion ortogonal del punto A(—l, 2, l) sobre unarecta I esel punto B(O, 1,—1) . Encuentra
3X-2y=2
unas ecuaciones de la recta I sabiendo que es incidente con larecta S = .
y+2z=0
(gl
L
8' Ejercicio 2.2 (Puntuacion maxima: 2,5 puntos)
9
m

x=0 x=1
Dadas las rectas I E{ y I, E{ , determinar las ecuaciones de la recta r que cortaa I}

z=1 y=1
yarl, yesparalelaa [:X=Yy=2Z.
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Ejercicio 3.1 (Puntuacion maxima: 2,5 puntos)

En la esfera de ecuacién (X — 2)2 +(y +1)2 +(z —3)2 =100 inscribimos un cilindro tal que una de sus

bases estd contenida en el plano 7 =2x+Yy—-2z=15.

a. (1,5 puntos) Encuentra la ecuacién del plano que contiene a la otra base.

b. (1 punto) Calcula el volumen del cilindro.

$ Ejercicio 3.2 (Puntuacion maxima: 2,5 puntos)
)
g
O  De una piramide de base cuadrangular conocemos los vértices A(l,—l,—l), B(3, 1, 1), C(l, 2, O)
o

y E(—l,—l, 3) . Sabiendo que la base de la pirdmide es el paralelogramo ABCD, se pide:

a. (0,5 puntos) Encuentra las coordenadas del vértice D.

b. (1 punto) Calcula el volumen de la piramide.

C. (1 punto) Determina los vértices desconocidos del octaedro irregular que obtenemos al acoplar,

por la base, dos piramides iguales a la dada.
Ejercicio 4 (Puntuacién maxima: 2,5 puntos)
X+2 -1 z-1

Dados los puntos del espacio A(l,—2, 3), B(4, l,—3) ylarecta I': = y2 = T se pide:
- _
) _
O a. (1,25 puntos) Las ecuaciones de los planos que dividen en tres partes iguales al segmento AB y
% que se cortanenlarecta I.

b. (1,25 puntos) La distancia entre la recta I y la recta que pasa por A y por B.
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Ejercicio 1.1

X—y+2z+1=0
Dados el punto P(1,2,—4) ,larecta r: yelplano 7:2X—Yy+2Z+1=0, se pide:
3X+y-z-1=0

a. Encuentra la ecuacion del plano que contiene al punto P yalarectar.
Solucion:

X—y+2z+1=0 . .
La recta r:{3 y 1=0 viene dada como corte de dos planos y cualquier otro plano que la contenga
X+y-z-1=

sera combinacion lineal de ellos = el plano pedido es 7, =x—y+2z+1+A(3x+y—-z-1)=0
Como P(1,2,-4)estaen 7, = 1-2+2-(-4)+1+ A(3-1+2-(-4)-1)=0 = -8+81=0 = A=1

Entonces 7, = x—y+2z+1+1:(3x+y-z-1)=0 = 7,=4x+2=0

b. Determina el angulo que forman larecta I y el plano 7.

Solucion:
La recta r X=y+22+1=0 tiene como vector director V =7, A7, ; siendo 77, =(1,-1, 2) y 77, =(3,1,-1) los
. = A 1 = 1T 4y = T
3X4y_7-1-0 Th ATl Th y 7
él éZ eS
vectores normales de los planos que la contienen = V=1 -1 2|=-€+76,+4¢6, = V=(-1,7,4)
3 1 -

— - - | | = ey ey V17 _5 5
r=2x-y+2+1=0 = 7=(2,-1,1) = |v~f7|:|v|-|77|-cos(v,’r7)—_:;:os(v,’r77:—|§i|z7_7||:\/!_6'[/6:6\/1_1

- 5
V,r7)=arcos| —— |=75,45 = el angulo que formanr y zes =90 -75,45 = o =14,55
(V7] =ar (Gm) gulo g y

c. Halla la ecuacion del plano que contiene a la recta I y es perpendicular al plano 7.

Solucion:
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X—y+2z+1=0

La recta r:{3 1-0 tiene como vector director V =(-1, 7, 4) y sacamos un punto a ojo, por ejemplo A(0, 1, 0)
X+y—-z-1=

También podemos resolver el sistema compatible indeterminado que la define y obtener sus ecuaciones paramétricas.

m=2x-y+2+1=0 = 77=(2,-1,1) = Si r, esel plano que contiene a r y es perpendicular a 7 =

contiene al punto A(0, 1, 0) x y-1 z
m,contiene la direccion dev=(-1,7,4) = z,=-1 7 4=0 = 7z,=11x+9y-132-9=0
contiene la direccion de 77 =(2,-1,1) 2 -1 1

Ejercicio 1.2.
Sean los puntos del espacio A(—l,O,l), B(1,2,3) y C(2,—1,1).

a. Encuentra un punto de la recta que pasa por A y por B tal que su distanciaa C sea de 3 unidades.

Solucion:
Tiene como punto A(-1, 0, 1) x=-1+4 .
Larectar: B = r=qy=4 = el punto pedido P es de la forma
Tiene la direccion del vector AB :(2, 2, 2) 144

P(-1+ 4, 2,1+ 2) y debe cumplir que d (P,C)=3 = [CP|=3

CP=(A=3, A+1, 4) = \(A=3) +(A+1)+47 =3 = (A=3) +(A+1)]+ 47 =9 = A —61+9+12+21+1+ 12 =0

+
A=1 sii=1- R(0,1,2)
312 -44+1=0 = 1 = Haydos puntos { = 1 21 4
A== Sid==— PZ(__’_’_j
3 3 333

[ www.jlmat.es [4] Matematicas I1 |




Geometria. Matematicas 11 Enero 2025

b. Halla unas ecuaciones de la recta que pasa por C vy es perpendicular a la recta que pasa por A y por B.
Solucidn:

Contiene al punto C(2,-1,1)

Sea el plano;r:{ = 7=2(x-2)+2(y+1)+2(z-1)=0 = z=x+y+2-2=0

Tiene vector normal AB=(2, 2, 2)

Xx=-1+4 por estar en r es de la forma D(-1+4, 4,1+ 1)
125
Comor=<y=4 = el puntoD=rNr 2 =>D|-=Z, =, =
por estar en 7z cumple (-1+ 1)+ A+ (1+4)-2=0 > A== 333
z=1+1 3
C(2,-1,1) X=2+74
Ahora la recta pedidaeslaque pasa porCyD = sis_—. (7 5 2\ = s=qy=-1-51
DC: P R R
(3 3 3) z=1-22

Ejercicio 2.1

La proyeccion ortogonal del punto A(—l, 2, 1) sobre una recta I es el punto B(O, 1,—1). Encuentra unas
3X-2y=2
y+2z=0

ecuaciones de larecta I sabiendo que es incidente con larecta S = {

Solucion:

B i . Contiene a B
B(0,1,-1) es la proyeccién ortogonal de A(-1, 2, 1) sobre r = r estara contenida en el plano 7 =

Tiene vector normal AB
{B(O, 1,-1)

= = 7=(x-0)-(y-1)-2(z+1)=0 = z=x-y-2z=1

ooz = "0 (-D-2(z+) y

. 3X-2y=2 . ,

Si C es el punto donde se cortan la recta s = Y4220 y el plano =, la recta pedida pasara por los puntos B y C.
—+ =
3x—-2y=2 3 -2 0

Para calcular C, podemos resolver el sistema<y+2z=0 = |0 1 2|=-4
X-y-2z=1 1 -1 -2
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2 -2 0 32 0 3 -2 2
0o 1 2 0 0 2 0 1
1 -1 -2 1 1 -2 1 -1 1
X= =1, y= :1; Z= :—1 = C 1,1,—E
—4 4 2 4 2
B(0,1,-1) x=42
=< 1 3). ] By ~ = r=qy=1-21
BC _(1,—5, Zj igual direccion que V =(4,-2, 3) e 1432

r es perpendicular a AB por estar contenida en 7 y r es incidente con s por pasar por el punto C.

Ejercicio 2.2

x=0 x=1
Dadas las rectas I E{ 1 y I, E{ 1 determinar las ecuaciones de larecta r que cortaa Iy ya I, y
=

esparalelaa [:X=y=1Z.

Solucion:

0 punto de r, A(0,0,1)
A m=1vector der, V=(0,1,0)
1 vector de r, U=(1,1,1)

X
Lo paramétricas r, =4 y
B z

7 es el plano paralelo ar, y contienear, = r, z{
z

Z_

3
Il
B o x
PR <

0 |=0 = 7=x-z+1=0
1

x=1

Ahora P es el punto de corteentrer, y 7 — 1, z{ ,como Per,= P(1,1,4)

N e

X
en paramétricas r,={y =
z

P tambiénestdien 7 = 1-1+1=0 = 1=2 yP(1,1,2)

=1
) pasa por P(1,1,2) x=1+4
Ahora, la recta pedida r=4 L . = r={y=1+41
tiene la direccion de r,, U =(1,1,1)
2=2+4

r es paralela a r, porque comparten vector director, r corta a r, porque pasa por P que esun punto der, y
r corta a r, porque ambas estan contenidas en el plano 7z y no son paralelas.
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En la esfera de ecuacion (X—Z)2 +(y+1)2 +(Z —3)2 =100 inscribimos un cilindro tal que una de sus bases
esta contenida en el plano 7 =2X+Yy—2z =15.

a. (1,5 puntos) Encuentra la ecuacion del plano que contiene a la otra base.

b. (1 punto) Calcula el volumen del cilindro.

Solucion:

el centro es C(2,-1, 3)

Como la esfera tiene ecuacion (x—2) +(y+1)° +(z-3)° =100 = { _
el radio es R=10

Si el cilindro esta inscrito en la esfera, el eje del cilindro pasa por el centro de la esfera y es perpendicular a los planos que
contienen a las bases = Los planos que contiene a las bases son paralelos y equidistan del centro.

|2-2+1(-1)-2.3-15] |-18]
\/22 +22 +(-2)° 3

d(C, 7)

=6 — el plano pedido z’ sera de la forma 2x+y-2z+D=0y d(C, z')=6

2:2+1-(-1)-2-3+D| s — P-3

J2 +1+(-2)

D-3=18 » D=21 » 7'=2x+y-2z+21=0

=6 = |D-3=18 =
D-3=-18 -» D=-15 —» 7=2x+y-2z-15=0

/
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Para calcular el volumen del cilindro necesitamos el radio de la base y la altura.

Como d(C, z)=6 = la altura h=12

Aplicando el teorema de Pitdgoras en el triangulo de vertices el centro de la esfera, el centro de la circunferencia de la base

y un punto cualquiera de esa circunferencia, tenemos r>+6° =10 = r=8

Viinaro = AN =7-8212 = V., =768z u’

cilindro

Ejercicio 3.2
De una pirdmide de base cuadrangular conocemos los vértices A(l,—l,—l), B(3, 1, 1), C(l, 2, O)y
E(—l,—l, 3) . Sabiendo que la base de la pirdmide es el paralelogramo ABCD, se pide:

a. (0,5 puntos) Encuentra las coordenadas del vértice D.

b. (1 punto) Calcula el volumen de la pirdmide.

c. (1 punto) Determina los vértices desconocidos del octaedro irregular que obtenemos al acoplar, por la
base, dos piramides iguales a la dada.

Solucion:

. BA=(-2,-2,-2
Como la base es un paralelogramo, los vectores BA y CD son iguales. § ( ) = D(-1, 0,—2)
CD=(x-1,y-2, z)

P 1
El volumen de una piramide es V. = gﬁme -altura

. [BA=(-2,-2-2) . |® % &
Como la base es un paralelogramo, A, =‘BA/\ BC‘ =9 = BAABC=|-2 -2 -2|=4€ +2¢,-6¢,
BC =(-2,1,-1) 2 1

‘ﬁ/\ﬁ‘ = ./42 +2° +(—6)2 =2J14 ; Laalturah=d(E, z), siendo 7 el plano que contiene a la base y cuyo vector normal

es proporcional @ BAABC = 7j=(2,1,-3)

Tomando cualquiera del los puntos de la base, por ejemplo A, 7=2(x-1)+(y+1)-3(z+1)=0 = 7=2x+y-32-4=0

2-(-1)+(-1)-3-3-4
h:d(E,zz'):| (-1)+(-1) |: 16 - Vpiramidezl'z‘/ﬂ‘ﬁzgug
J2ere(ap V4 3 Jia 3
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Si ya hemos calculado el vértice D de la pirdmide, solo nos queda por calcular un vertice del octaedro, el simétrico de E
con respecto al plano que contiene la base de la piramide 7 =2x+y-3z-4=0

Xx=-14+24
r es la recta perpendicular a 7 y que pasa por E(-1,-1,3) > r=qy=-1+41
z=3-31

Mer= M(-1+24,-1+1,3-32)

M es el punto de corteentrer y 7 — 8

Mer = 2(-1+24)+(-1+1)-3(3-31)-4=0 = 127

M (% %—%J - ahora M es el punto medio entre E y E' = %O—E+%O—E’=O—M — OE'=20M -OE

@:2[9,1,_§j_(_1’_1, 3):(§,g’_2_7j = E'£25, 9’_27j
7T 7 7 7T 7 7 7T 7 7

Ejercicio 4.

Xx+2 y-1 z-1
2 -1

Dados los puntos del espacio A(l,—2, 3), B(4, 1,—3) ylarecta I: , se pide:

a. (1,25 puntos) Las ecuaciones de los planos que dividen en tres partes iguales al segmento AB y que se
cortanenlarecta I.

b. (1,25 puntos) La distancia entre la recta I y la recta que pasa por A ypor B.

Solucion:

>

Ca
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Vamos a calcular los puntos C y D que dividen en tres partes iguales el segmento AB.
C y D tendran las mismas coordenadas que sus vectores de posicion ocC y OD. Teniendo en cuenta el esquema anterior :

R:oﬁ%ﬁ = (f:(l,—2,3)+%(3,3,—6) = 0C=(2,-1,1) = C(2,-1,1)

ﬁ:(ﬁ%ﬁ = ﬁ:(l,—2,3)+§(3,3,—6) = 0D=(3,0,-1) = D(3,0,-1)

r

- - P(-2,1,1
x+2 _y-1_z-1 =T s{ ( ) Los planos pedidos, 7z, y 7,, deben contener a r puesto que es comdn a los dos.

3 2 -1 v=(3,2,-1)
C(2,-1,1) x—2 y+1 z-1
7, ={PC=(4,-2,0) —aldecin_, G_(210) = zm=[2 -1 0|=0= z=x+2y+7z2-7=0
V=(3,2,-1) 8 2 A
D(3,0,-1) Xx-3 'y z+
7,=1PD=(5,-1,-2) = =,=| 5 -1 -2|=0 = 7,=5x-y+13z-2=0
v=(3,2,-1) 3 2 -1
A
I
/C
r ]
D
B
P(-2,1,1) A(1,-2,3)
r=< ; Srectaque pasa por AyB= s=<__ o
v=(3,2,-1) AB = (3, 3,—6)—oeldreen = (1,1,-2)
r y s no son paralelas. Para calcular la distancia entre ellas, consideramos el plano que contiene a r y es paralelo a s.
P(-2,1,1) x+2 y-1 z-1
r=qW=(1,1,-2) = 7=|1 1 -2(=0 = #=3x-5y-z+12=0
v=(3,2,-1) 3 2 -1

_[31-5(-2)-3+12 22 ’

JE (-5 +(-1) V3B

Ahora, d(s, r)=d(A, z)
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