EJERCICIOS DE APLICACION DE LIMITES Y TEOREMAS DE CONTINUIDAD

1. Calcular los valores de @ y b para que la funcién
3x+2 si x<0

f(x)=4¢x*+2acosx si 0< x<7m

a+b si x27
sea continua para todo valor de X.
Solucidn:
3x+2 si x<0 = en(-e ,0 , f( § esta definida por un polinomio por tares continua
f(x)={x*+2acosx si 0 x<m - er( 077) , { X es suma de funciones continuastgato es continua
aX+b si xemr en(rr,+), f X esta definida por un polinomio panto es contina.

Entonces para que (f )x sea continua en t@®lo  debe ser continxa=€hy en x=77.

f (x) es continua en x0 = lim fpe O ; @©=0C+2@cH)=2 a

lim f(x)=lim (3x+2)=2

lim f (x)=1"" - -~ 2=2a - a=1

x-0 lim f(x)= I|m+(x2 +2 al:bos>):2 a
X-0 X-0

f(x) escotinuaen x=77 = lim f( 3= f(n) ; f(n)= &+ ="+ b puesto que=dl
lim f(x)=lim (}*+2altosy=7"-2 & m*-2

X— 71T

lim f (x) = i -~ P-2=m*+b - b=-2
Ko lim f(x)=lim (2 +b)= ar’+ b=+ b

f (x) es conhua en todoR cuando aly b=-2.
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2. Qué podemos decir sobre la continuidad de la funcién f (X) = lim \/5(\/ X + a—\/_a).

a— too

Solucién:

) > L depmmimci b 1 (VX+a «/_31)(v>3+a+\/_a) x+a a) . Q/a _

I B )0 DT, -, B S e (e A O
R 3

— mdelermlnaclo _ 2 _ X2 — X2 —

= Rt Ly sy W"’{ﬁ =Jm, \/+1 B T Jo+1+1 141 2

2
X e )
Entones f () = que al ser una funcion padmicaes continua e todo R.

y=05¢

3. Razdnese que la funcién f (X) = ser( )i) Dé2+2 es continua.
Solucidn:
= ser( ft) O&*2

Para que la composicién de dos funciorﬁes: f) g sea continua guuato x= ¥, tiene que cumplirse que la funcion
g sea continua en el puntg x y que la funcién f sea continua quueto y, = q >6)-

0,(x) =

gz(x)—senx

(go g ¥= sep™)

g,(x) =¥ escontinuaentodd y,f )% senx es continua enfods ( ,o J( b= x( Yen contimua en toddR.

y= ser( i) es la composicién de las ﬁnnes{

s =X+2
=& es la composicion de las funcio egs3(x) ; (409,)(g)=x""%
9,(x)=¢

X242

0;(X)= ¥ +2 es conhua entodoR y g( k= & es continua en talic= ( ,°g,)(g)=x""%e es continua enktodo

Ahora la funcion f( = se(1 %)széz es producto de dos funciones aagien tdo R = f (x) es continua en tio R.
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kx+5
_ . [ x+3 2
4. Obtener el valor de K sabiendo que lim =e.
X — 0o X

Solucidn:

X+5 X
lim (Ej =¢® - sabemos qudim {1 +ij = e
X =00 X X 00 X

x m[guﬂs)}

kit l;zztgms) 3
kx+5 kx+5
"m(x_:%] = O MEMMPr s =lim (1+§j =lim 1+—1 =lim 1+—1 =|lim 1+—1 =
X0 X X 00 X X— 00 E X 00 i( X0 X
3 3 3
tim | ifiocts) im 315 iy (34,19
:e“”[x }:elw’ x :e*“’( X): & - como*®=e® = 3 k2 = kzg
1
-1
+
5. Sea f (X) = 1—X, hallar el dominio de f vy el valor que debe asignarse a f (O) para que la funcién
X
e . . 11
esté definida y sea continua en el intervalo cerrado | —— , —2 .
Solucidn:
! -1
1+x

Para el dominio de { k= debemos tener en cuenta que en las drasgilos denominadores no pueden

ser ceroy las raices de indice par no pueden tener radicamgmtivo

Atendiendo a los denominadores # %

¥ x1 e
Atendiendo a la ra: 1+ x=0 = x=-1 } = Dom( f)=(-1,0)U(0,+)

, , . . - . 11
f (x) es suma y cociente de funciones continuas  es continualerstodominio Todos los puntos del mterv%ioi \ E}
estan contenidos en Ddm) f  salve=R.

Veamos que ocurre con(f)x enel ppt=0 -  f(0) :% = f(0) no existe

1 1-+1+ X
: - \/1+x_1 @ 1+ x - 1-J1+x @ (1‘V1+X)(1+V I+ X) _ 1-(1+x)
lim f (x) =lim =lim =lim =lim = =
x-0 X-0 X X-0 X X- 0 X 1+X X- 0 X 1+ X(l+ 1+ X) X-0 1+ X( 1+\/]:|'—X)
i -X (3)|_ -1 (4 -1 -1
=1lm =lim = ="
0 w1+ x(1+ 1+ x) -0 1+ x(1+\/:H- x) NE™ c( I §)

0
(1) Al sustituir x por 0, nos encontramoson la indeterminacién—. Operamos para reducir la expresion
0

0
(2) Continuamos con la indeterminacién.  Multiplicamos y dirids por(l+ Vi+ x) para quitar el problema del numerador
0

(3) Podemos dividir por x al numerador y al denominador quoe en el limite X es un valor muy préximo a cero perg Q.

(4) Ya no hay indeterminacign resolvemos el limite sustituyengor 0.
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f(0) no existe perosi existém (f)x= (f)x presenta una discontinuiddtilde en x=0. Como (0) no existe

podemos asignarle el valor den () x con lo que conseguim(f) # lim () f,xntgnees f ¥ seria continua en=0

x-0

Asi tenemos quesi f (0) = —% = f(x) sera continua en el interval%—; , ﬂ

_ X*=2x+n
X3+ mx¥ -14 x

6. La funcién f (X) tiene una discontinuidad evitable en X = 2. Hallense M, N y todas sus

discontinuidades.

Solucidn:

Que f( % tenga una discontinuidad evitable en%  implica q&)f existe perolim { X si existe

X2 =2x+n

como f( >9: X+ mx¥ -14x

esté definida por una fraccién algelmaila opcion de qudirr; (f )x sea un ndamero y

_ 0 X*-2x+n=0 parax=2 = n=0
f (2) no exista pasa por qué(2)=— =
0 X¥+m¥-14x=0 parax 2 = 8 4m 28& 0= m=5
? — - X(x-2
Xy Xeax e X(2) 11 einimos f2) =t
x® +5x° —14x -2 X+5X-14x =2 X x2( %7 =2( %7 9 9
la funcion f( ¥ sera continua enx2.

Ahora f(X)=

x? —2x
X2 +5x2 —14x
X +5x~14x= X x- 2( x+ ) = ya hemos analizado la funcion en®  ahora lo haremos=f % x=~7

Las posiblegliscontinuidades de (f )x estaran en los puntos donde el dendorirsz anule

f(0)=3
En x=0 Lo X(x-2) _ 1 1 = f(x) presenta un discontinuidad evitable
-0 X +5x°=14x =0 X x=( x7) x=0 (x+7) 7
63
f _7 - -
(=8
- 1 _1 f (x) presenta un discontinuidad
En x=-7 lim = -
nx iim XX=2x im x(x=2) _ |7 (x+7) 0 de tipo infinito.
3 2 - -
e B 1A e =Y ( e D) | 1 1
-1 (x+7) 0O

f (x) presenta discontinuidades evitables en&k  yX y discadtude tipo infinio en x=-7.

2
X“+1
7. Probar que la funcién Y =———— alcanza el valor 2 en algin punto de su dominio.
3- cosx

Solucidn:
Para probar lo que nos piden aplicaremos el teorema de losrealintermedios o de Darboux Tai@b podriamo:

resolverlo utilizando el teorema de Bolzano
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El teorema de Darboux nos afirma

2]

Sea f( 3 una funcién continua ¢n, a].b  Si<x, x son dos puntos cuiesqie| a , tales que f }# (.}, entonce

la funcién f( %) toma todos los valores comprendidos entfe.j x (x,J, al menos una vez en el interve(e,, x,).

X2 +1

3-cosx

La funcion f( )): es continua en tod® porque es cociente de foesioontinuas y8—cos ¥ 0 0 XR.

Dom( f)=R

Buscamos dos puntos x y x tales que <2  (y.)>@, por ejemtadx ,=yIx

1 1

f(O):§<2y f(m)= >2 = f(0<2<f(n)

Tenemos que (f )ies continua efi0, 7]y 0)# () = estamos en las hipétesis elema de Darboyx que n
m+1

garantizaque la funcion toma todos los valoesnprendidos entre (i) :% y (f7) et al menos una vez et
intervalo (0, 77) = esto quiere decir que al menosiste un punto &(0, 77) tal qai f(c)=2

f (x) alcanza el valo2 e x=c¢, cJ(0,77) , ¢J Donf 1.

8. Supongamos que f Y g son funciones continuas en [a, b] y que f (a) < g(a), pero f (b) > g(b). Probar

que g(c) = f(C) para algin nimero cD[a, b] .

Solucion:

Para probar lo que nos piden aplicaremos el teorema Bolzaambién podriamos resolverlo utidndo el teorema de Darbot

El teorema de Bolzano nos afirma

|Sea f( ) una funcién continua §n, a] b  tal que signo de Jfza  signo(dg febtonces éste, al menos un puntole( ,a)b tal que( ) £0|

Definimos la funcién b )= § )= @ )x

h(x) es continua eh a]b puestoqué § x b x lo]son S
se cumplen las hipétesis del teorema de Bolzano
h(a)=f(a-o(gd<0 y { b= {h- § p>0

Este teorema nos garantiza@existec](a, b) tal queh(c)=0 = f(c)-g(c)=0= f(d=d ¢

9. Probar que las graficas de las funciones f (X) =Inx Yy g( )9 = € se cortan en algun punto, y localizarlo

aproximadamente.
Solucidn:

Definimos la funcion b k= ( )= @)x - (h)xIn 7%

h(x) es continua eft, Je puestoqué Jj x /b x lo.son

h(l):f(l)-g(1)=—élz—£<o y Hé= (3 ¢t = 1—é>

se cumplen las hipétesis del teorema de Bolz
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Este teorema nos garantiza qaegiste dJ(1, ¢ tal que( h=t0 = ( J—< ( =0 = ( ¥=c ( b= las gréficas de las

funciones { X y ¢ k se cortamel punto x= ¢

Encontremos ese puntg ¢ aproximadamgente reduciendo elaftesn el que camib de signo la funci()ﬂn(x).

h(1) <0 h()<o0 }:>C|:|(1,13 B h(13< o0

h(2)>0}:>CD(1’2) T h(19>0 h(14> 0

}: co(13.1) - xi;oo}: (13,19

Podemos decir que ghunto de cot de ambas graficas esta aproximadataeen =1'3.

flx) |= In(x)

. X —_ . . ope s . .z . . .z
10. La ecuacién X = 326 tiene una solucidn positiva. Hallese dicha solucién con una cifra decimal exacta. (La funcidn

f (X) = X" escontinua OXOR")
Solucidn:

f (x)=x* es continual K(0,+). Definimos la funcior{g=x ( )-x326 —» ( §=x*-x326

g(x) es continua e[l, q puesto que es suma de funciones continuas .
se cumplen las hipétesis del teorema de Bolzano
g(1)=1-326=-325% 0y g( b= 5 326 3125 326 2799

Este teorema nos garantiza que exisi&(1,5)  tal qie)g@ = °-326= 0= °= 826= x=c es solucion de la

eclacion X =326

Encontremos ese valor, ¢ reduciendo el intervalo en el quéieade signo la funci()rg(x).

9(4)<0}:>CD(4,5) | olg<o }:cl](4,45) L o<o }305(4,43 .

g(43<o0 o
g(5)>0 g(45>0 g(42)>0 }: cO( 41,4)

g(43>0

Podemos decir que la solucion de la ecuagion aproximada acifreadecimal eacta, esx=4'1.

jimat.es Limites y continuidad. Matematicas II. [6]



.z X — . .z . e , . .
11. La ecuacién X[2”" =1 tiene alguna solucién en el intervalo [O,]] . Razénese por qué y hallese la misma con una

cifra decimal exacta.
Solucion:

x@2=1 - x[@-1=0
Definimos la funcién ( )<: ¥* -1, que es continlaOR por ser productoresde funciones continuas

En particular, f( X sera continua en el interval6, ], con lo que teoe:

f (x) es continua efo, L

= se cumplen las hipétesis del teorema de Bolzano
f(0)=0P-1=-k 0y f(}=02-1=1>0
Este teorema nos garantiza que exisf(0,1)  tal qfe)£@ = [Zel=0= [P el = x=c es solucion desl

ecuacion X2 =1

Encontremos ese valor, ¢ reduciendo el inteovah ¢ que canbia de signo la funcion {
f(05)< f(09<0 f(08< 0

0
f(1)>0 }3CD(U5’]) 7 f(07)>0 £(09>0

}: cJ(05,07 - }: cO( 06,07 - c= '06.

Podemos decir que la solucién de la ecuagién aproximada acifreadecimal exacta £x=06.

12. Héllese la menor solucién positiva de la ecuaciéon 1g X = X con dos cifras decimales exactas.

Solucion:

) (mﬂj

2k -
La funcién y= tg x es discontinua cuando cesX = es continua eintevalos de la form{( 2 , >

En cada uno de esos intervalos=y tg x es estrictamente cteciensolo corta una vez a la recta=y . x

Para el intervalo(—g , LZTJ tgx=xen el punto x0. Nos piden la primera solucién positiva ladamos erﬁg 3—;}
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Definimos la funcion { k= x tgx-  (f )x sera contmua(eg _Zj por ser sumduhciones continuas en ese intervalo

f (x) es continua eEZ, %} puesto q[@,—ﬂ O (LZT %T]
9 9 9 = se cumplen las hip6tesis del teorema de Bolzano
F(2)=2-1g(2)= 419 0y f(zjz—z—tg(—zj:— 04<0

Este teorema nos garantiza que exis@(z, Zj tabdfc)=0 = c-tg 9J=0= td ¢= c= x=c es la menor solucion

positiva de la ecuaciongt x) = x

Encontremos ese valor, ¢ reduciendomervalo en el que cambia de signo la funcié(1 ) X

f(4)>0 }:cm(4,45)ﬁf(44)>0 f( 445> f( 44p>

f(45)<0 f(49< o}j co(44.43 - f(aj< 0?3 c0( 445,'4p- f( ape OF: o)( '449! 4E

Entonces =449... = podemos decir que la menor soluciésitpa de la ecuacion con dos cifras decimales exactas -e4'49.
13. Demostrar que toda ecuacion polindmica de grado impar y coeficientes reales tiene por lo menos una solucién
real.
Solucidn:

Un polinomio de grado impar es de la formd % ,,,a°"%+ , &+ , -ax a Yy suposeue & >0

Definimos la funcién { k= p X que es continua en todos los nisneaes

a, &
X2n X2n+1

0+ .-+0+ 0

X ——00

lim f(x):lirr_]m(azmxzmﬂ a, X+t an @):Enl, X" §1+1+%+---+ = (—o0) @™ = —oo porque lim R oo

1
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lim £ (x)= lim (&, X"+ g, X"+ + ax g)=lim X" g, + a)?("+...+ ;1“+ )86:*1 = (+e0) O™ =4  porquéim X" - +oo

0+ +0 + 0
Entonces existe un nimero real M0,  suficientemente grandejual f(-M)<0 y f( M)>0

f(x) es continua ef- M NI

= se cumplen las hipoétesis del teorema de Bolzano
f(-M)<0 y f(M)>0

Este teorema nos garantizaig existcJ(-M, M) tal que f =0 = (p)=0 = x=c es solucion de la eacion p( X =0

Si a,,, >0, la ecuacién polinémé de grado impar tiene al menos una solucion real
Para a,,, <0 se haria igua) teniendo en cuenta qué-f )M0  { f) ¥O.

Entonces toda ecuacién polindbmica de grado impar tiene al menos udacgm real

14. Sea f una funcién definida en un entorno del punto X = @. ¢éComo puede expresarse en términos de & y O la

frase “ f noescontinuaen X=a”?
Solucion:

Como f( ¥ noes continuaenx &> lim (f)% (f) a entonces

X-a

Podemos encontrar >0 tal que paratode-0, €k -&, +&) = ( jok ( J-a. ( ¥+a)

. . L, 3 _ . .
15. Hallense todas las soluciones de la ecuacion X° —3X+ 1= 0 con una cifra decimal exacta.

Solucidn:

x*-3x+1=0, al ser una ecuacion polinémica de gra8lo con coeficiergates tendrd una o tres raices reales
Sabemas que toda ecuacion polinémica con coeficientessre@ne a lo sumo tantas raices reales como su grado
y en el cae de tener raices complejas éstas se encuentran de dos eradasura emparejada con su conjugada

Definimos la funcion ( )<: %3 x1, que es contindaOdR por ser una fumgdlindmica
En particular, f( X sera continua en los intervalps2,~1,[ 0, y[ 1, 2 con lo que tenemos
f(x) es continua ef-2,-1 , con(F=-10 vy (F}=3

f(x) es continua ef0,1 , con(fg=1>0 vy (fl=-k 0
f(x) es continua eft, 2] , con(fj=-1<0 y (f3= 6 0

se cumplen las hipétesis del teorema de Bolzano
en los tres intervals

Este teorema nos garantiza que existefi(-2,-1),¢,0(0,3 y¢O(12)  talesffig)= f(¢)= f(c;)=0 = x=¢, x=¢
y x=¢ son soluciones de la eci@t X’ —3x+1=0.

Encontremos esos valores de ¢, ¢ ,y ¢ reduciendo los interesidss que cambia el signo de la fidic f ( x).
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:Ej);’o}:clm(—z,—m - :E:?;fo}: cO(-2-18 - :E:igi g}: ¢O(-19 1B~ g=-'18.

:Eggfo}:czm(o,oq B} :Egg:g}: ¢0(03,05 - :Egzz 3}: ¢0( 03,00 - ¢= 03

f(15)<
f(2)>0

f(19<0

0}:CSD(1'5,2) B (1400

<0
0}: ¢0(15,17 - }:> ¢0(151p - ¢="15

Entonces las soluciones de la ecuacior’ x3 +2= 0,con una cifra decimal exé&, sgr=-18,c,= 0,3y ¢, = B.

(035, 0)

0.5 1

5 8
X =X
16. Dada la funcién f (X) =—————, encontrar los puntos de discontinuidad de f vy determinar razonadamente
X

1-

si alguna de las discontinuidades es evitable.

Solucidn:

> X = . . . . i . .
La funcion f( >§:1—6 , es cociente de funciones continuas en do & funcion continua en todos logimeros
-X

reales salvo en los que anulen al denominador

Veamos cuandb- °x 0. Descomponemes® x en factol.esG:(X— 3)( X 3) aplisamos Ruffini a cada factor-

1-x¢ =(1- x)(x2+ x+1)(x+])( X- xk]) -~ F R=0=> {iil—l , puesto que los polinomios @& gradm primos.

8

Entonces la funciorf (x) :Xli); es discontinua en los pws x=1 yx=-1.

f(2) :% no existe
En x=1 - 5_ 8 5 (1_ Xs) 5 = en x=1 la discontinidad esevitable

lim f (x) = lim 2 =% =i | X
00 =0 e =M ) (2 ) % (2 )

1
2
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-2 .
f(-1) =5 Mo existe
x> - x - Lo
lim = +00 en x=1 la discontinuidad e
Enx=-1 - x-T 1—=x%  x-1 = L
. _ de tipo infinito.
lim f(x)=
X—--1 5_ 8
. X
lim =
x-1 1-x°

17. Se considera la ecuacién X° + A x? —2 x= 1. Utilizando el Teorema de Bolzano,

a. Probar quesi A > 2, 1a ecuacién admite alguna solucién menor que 1.
b. Probar que si A < 2, la ecuacién admite alguna solucién mayor que 1.

Solucidn:

X+A%-2x=1 = X+AX-2x1=0 ; seala funcion (f )= *xA *x 2 x1, (f)x esuna funciomgiee

continug por ser polindmica y los puntos x tales qu(e Of) =0 sooemde la ecuacian

a) ParaA>2, f(X escontinuaef0,q, con(f=-k 0 y(fl=A- 2 0, entonces por el teorema de
Bolzang O %0(0,) talque { §=0 = la ecuacion admite alguna solucion menerlq

b) Para0<A<2, f(X escontinuaeft,d , con(l=4- x 0 vy (fl= 4+ 3 0, entoncesr pl teorema
de Bolzano O xJ(1,2) tal que {f =0 = la ecuacion admite alguna soldei mayr quel.

ParaA<0, f(x) escontinuare[l,2-A],can f(d=A-2<0y f(2A)=( 2A)+A( 24)°- £ 22)- 1

f(2-1)=8-120+ 1 =A%+ A - A*+A1°- & 2-1=21°-61+3 = 2°-61+3>001< 0 =
por el teorema ddolzang O x0(1,2-1) tal ge f(x)=0 = la ecuaion admite algna solucion mayor qué.

jimat.es Limites y continuidad. Matematicas II. [11]
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18. Calcular |Img—l
X

(x=3)m
a. Sim>n
b. Si msn
Solucidn:
1
-2\ 11 m-n
Iim& =lim (x=3)n"m =lim (x~3) wm
X-3 = X3 X 3
(x-3)

Debemos tener en cuenta qué § =( —3%

En el caso de que el donio de la funcion f{ ¥=( )(—3)%1 sef3,+®), tendremos quien( -3

a) m>n

m-n
nOm

Sim>n>0 =

m-n
nOm

Sim>0>n =

m-n
nm

Sio>m>n =

b) msn

Sio<Km<n=>

Si m<0<n =

Sim< <0 =

m-n

Sim=n=> —=0 =
nOm

jimat.es

m-n

= lim( x-3)nm =

, mn

= lim(x~3)mm =
_ m-n

= !(I[TBI( X 3)nm =

m—-n

= IX|[r31( X 3)nim =

m-n

lim (%= 3)nm =lim(

X-3 X-3

en los siguientes casos:

puede no existir par&,x

m-n

; para que el limite tenga sentido suponemos q@eOm #9.n

esalepemder del valorm;n.
nitm

m-n

niin :X|ir;r]( —3)rtm_

|i|’T1+(X—3)ﬁ =0 m-n
X3 . = len;( % 3)nm = 0
1'?;7()(_3) nm =0
. 1
lim = =+
% (x-3)m O
lim — = 1__ &
L “niin i 1 dependiendo del valor d&",  puede ser 0 -
(=3 i L = S o
X-3 1
( —3) nim — = +00
0+
|im+(X—3)%] =0 m-n
X-3 H — _
. = lim(x=3)m =0
1|E731_(x—3) nm =0
. 1
I|m+ - =— =+t
¥ (x=3)m O
lim— = 1 _ o
x-3 — n . dependiendo del valor g%i" puede ser E_
(=3 i SYslsfslajnNspatcin)uin
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. 1 1
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(g °
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0+
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Limites y continuidad. Matematicas IlI. [12]



