TEOREMAS BASICOS DEL CALCULO DIFERENCIAL.

Cuando una funcién es continua en un intervalo cerrado [a,b] alcanza su mdximo y su minimo

absolutos en puntos C y C', respectivamente, de dicho intervalo. Esto quedaba demostrado con el
teorema del maximo de Weierstrass.

Definicion:

— Sea f(X) una funcién definida en un intervalo| ; f (X) alcanza un maximo relativo (local) en un
punto ¢ de dicho intervalo si existe un entorno del punto ¢, B (c)=(c—r,c+r), en el cual
f(c)= f(x), paratodo x e B, (c).

— Sea f (X) una funcién definida en un intervalo | ; f (X) alcanza un minimo relativo (local) en un punto
¢ de dicho intervalo si existe un entorno del punto ¢, B, (C) = (C— r,c+ r), enelcual f (C) <f (X),

paratodo X € B (c).

Como todo maximo o minimo absoluto es también local (relativo), siempre que hablemos de maximos
o0 minimos, consideraremos que son locales.

Teorema de Fermat:
Sea f(x) una funcién continua en un intervalo (a,b). Si f(x) tiene un maximo o un minimo en el

punto x=c, ce(a,b),y f(x) esderivable en el punto x=c, entonces f'(c)=0.

Intuitivamente este teorema nos dice que si una funcion tiene un maximo o minimo local en un punto
en el cual es derivable, la derivada en ese punto debe ser cero puesto que coincide con la pendiente de la
recta tangente en dicho punto y ésta debe ser horizontal.

Y

Demostracion del teorema:

Supongamos que f (X) tiene un maximo en el punto X =C y sea h un nimero real tal que (C+h) siga
perteneciendo al entorno Br(C) dado por la definicion de maximo. Asi f(C)Z f(C+h), por tanto
f(c+h)—f(c)<0O.

S h>0 = f(c+h)-f(c) f(c+h)—f(c)£0'

<0 conloque f/(c)=Iim

h—0*
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f(c+h)—f(c) f(c+h)-f(c)

Siahora h<0 = >0 y tenemos que f'(c)=lim >0.

h—0"

Como f(X) es derivable en el punto X=c, deben coincidir las derivadas laterales f+'(C)= f_’(C),
entonces no queda otra opcion que f '(C) =0.

Andlogamente hariamos la demostracidon en el caso de que f (X) tenga un minimo en el punto X =CcC.

Este teorema nos indica el primer calculo que debemos hacer para determinar los posibles maximos y

minimos que tiene una funcion derivable y = f (X): resolver la ecuacion f’(X) =0. Entre las raices de

esta ecuacién, que llamaremos puntos singulares de la funcidén, encontraremos los puntos en los que la
funcién alcanza un maximo, un minimo o ninguna de ambas cosas. Determinar el tipo de punto singular

que la funcién alcanza en un punto X =X,, con f'(XO):O, es una de las conclusiones a las que

llegaremos con los siguientes teoremas.

Teorema de Rolle:

Sea f (X) una funcién continua en un intervalo cerrado [a,b] y derivable en el intervalo abierto (a,b) ,

si f (a) =f (b) , existe, al menos, un punto C € (a,b) en el que f'(c) =0.

Intuitivamente el teorema nos afirma que si tenemos una funcién continua y derivable en un intervalo
y ademas toma los mismos valores en los extremos de dicho intervalo, al menos existe un punto interior al
intervalo en el que la recta tangente a la grafica de la funcidn seria horizontal.

VI Sles)

Sfx)

S(@=f(b)
f(x)
J(@=f(b)

a c b a c c b

Sey

La garantia sobre la existencia de ese punto no asegura que sea Unico, pueden existir varios puntos que
verifiquen las tesis del teorema o incluso infinitos, en el caso de una funcion constante en el intervalo.
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Demostracion:
Por ser la funcién continua en el intervalo cerrado [a,b], segun el teorema del maximo de Weierstrass,
alcanza su méximo y su minimo absolutos en puntos de dicho intervalo. Supongamos que el maximo o el

minimo se encuentra en un punto C interior al intervalo, es decir, C € (a,b) , entonces, por el teorema de
Fermat, f '(c) =0 y hemos terminado. Supongamos ahora que el maximo y el minimo no estan en puntos
del intervalo (a,b), entonces estdn en los extremos, uno en X=a vy el otro en X=b. Como
f (a) =f (b) , €l valor maximo y el valor minimo son iguales y la funcidn es constante en el intervalo, con

lo que f’(X):O ‘v’Xe(a,b).

Teorema del valor medio o de Lagrange:
Sea f(X) una funcién continua en un intervalo cerrado [a,b] y derivable en el intervalo abierto (a,b)

f(b)-1(a)

b-a

entonces existe, al menos, un punto C € (a,b) tal que f '(C) =

Intuitivamente, el teorema nos garantiza que si tenemos una funcién continua y derivable en un
intervalo, existe, al menos, un punto interior al intervalo en el que la recta tangente a la grafica de la

funcién es paralela a la recta secante que pasa por los puntos P (a, f (a)) y Q (b, f (b)) .

' Pla.fla))

r; — | E:J

f(b)

f(a)
b-a

_ y su
ecuacion es y—Y, :m(X—XO), es decir, si tomamos como punto (XO,yO) al punto P(a, f (a)),

La recta que pasa por los puntos P(a, f (a)) y Q(b, f (b)) tiene pendiente m =

tenemos f(x)_f(a)=W(x_a),otambién f(x)—f(a)—%(x—a):&

Para demostrar este teorema nos basaremos en el teorema de Rolle por lo que necesitamos una
funcién que cumpla las hipdtesis de dicho teorema.

Demostracion:
Consideramos la funcidn h(x) =f (X)— f (a)—M(x—a). La funcidn h(X) es continua en
—a

[a,b] y derivable en (a,b) , por ser suma de funciones continuas y derivables.
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Ademas h(a)=h(b)=0, puesto que h(a)=f(a)-f (a)—%(a—a):O y

h(b)=f (b)- f (a)_%@@/ﬂ: f(b)- f(a)-[ f (b)- f (a)]=0.

Aplicando el teorema de Rolle a la funcion h(x), existira un punto ¢ € (a,b) tal que h'(c)=0.

Como h'(x) =f ’(X) —w , tenemos que f '(C) —W =0, luego:
f'(C) — f (bg:; (a)
Corolario:

Sea f (X) una funcion definida en un intervalo |, si f'(X) =0 para todos los puntos del intervalo |,

entonces la funcion f (X) es constante en el intervalo | .

Demostracién:

Sean a <b dos puntos cualesquiera del intervalo |, como f (X) es derivable en todos los puntos de |,

es continua en [a,b] y derivable en (a,b) , entonces existird algun Ce (a,b) tal que
f'(C) = w, pero f’(x) =0 VXxel conlo que f'(c) =0 y por tanto w =0,
luego f (b) =f (a) y la funcién es constante en el intervalo puesto que toma el mismo valor en cualquier

pareja de puntos de | .

Corolario:
Si las funciones f (X) y g(X) estan definidas en el mismo intervalo | y f’(x)=g’(x) para todos los

x € |, entonces se diferencian en una constante, es decir, f (x)=g(x)+k, keR.

Demostracion:
Para todo X del intervalo | se cumple f'(x)=g'(x) = f'(x)-g'(x)=0 = (f—g)’(x):0,

luego por el corolario anterior ( f— g)(X) =k = f (X) -0 (X) =K para alguna constante k e R.

Corolario:
Si f'(X)>O para todos los puntos de un intervalo |, entonces la funciéon f (X) es creciente en el

intervalo | . Si f'(X)<O para todos los puntos de un intervalo |, entonces la funcién f(X) es

decreciente en el intervalo | .
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Demostracion:

Supongamos que f’(X)>0 y sean a y b dos puntos del intervalo | con a<b. Como f(X) es

derivable en todos los puntos de |, es continua en [a,b] y derivable en (a,b) , entonces existira algun

ce(a,b) tal que f’(C):M, pero f'(x)>0 WVvxel con lo que tenemos f'(c)>0 vy

f(b)-f(a)

>0, luego f (b) > f (a) para todo par de puntos de | vy lafuncion es crecienteen | .
—a

Analogamente se demuestra el caso f'(x)<0.
Ahora ya podemos decidir, en ciertos casos, cuales de los puntos singulares de una funcién son

maximos o minimos.

Teorema:
Sea f(X) una funcién tal que f'(X,)=0.

— Si f"(XO) >0, la funcién f (X) tiene un minimo en el punto X = X;.

— Si f"(xo) <0, la funcién f (X) tiene un maximo en el punto X = X, .

Demostracion:

£7(%,) = lim f'(x,+h)—f'(x) —lim f'(x, +h)

Si suponemos que f"(x,)>0, la fraccién
h—0 h h—0 h P q ( O)

f'(x, +h)
h

h>0y f'(xo +h) <0 si h<0, luego la funcién f (X) es decreciente en algun intervalo a la izquierda

debe ser positiva para cualquier valor de h en un entorno del cero. Asi f’(X0 +h)>0 si

del punto X =X, y es creciente en algun intervalo a la derecha del punto X = X,. Por tanto, en X=X, la

funcién f (X) presenta un minimo. Analogamente se demuestra cuando f”(X,)<0.

El reciproco de este teorema no es cierto, sin embargo se verifica que si existe f"(XO) y f (X) tiene
un minimo en X = X,, entonces f”(XO) >0; y si existe f"(XO) y f (X) tiene un maximo en X =X,,

entonces f"(x,)<0.

Teorema de Cauchy o del valor medio generalizado:

Sean f (X) y O (X) dos funciones continuas en un intervalo cerrado [a,b] y derivables en el intervalo

abierto (a,b) entonces existe, al menos, un punto Cce (a,b) tal que
[g(b)—g(a)]- f'(C):[f (b)-f (a)]-g'(c). En el caso de que g'(X);tO la igualdad se escribe
t'(c) f(b)-f(a)
g'(c) g(b)-9(a)
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Demostracion:

Consideramos la funcién h(x)= f (X)-[g(b) ] g(x [f ] Esta funcion es
continua en [a,b] y derivable en (a,b) , por ser suma de funciones continuas y derivables, y, ademas,
h(a):h(b). Por el teorema de Rolle, existird un punto c e(a,b) para el que h'(c)=0. Derivando
obtenemos h’( [g ] 9'( [f (a)] luego como h'(C):O nos queda

¢)-[g(b)- ]9 [f f(a)]=0y f'(c)-[g(b)-g(a)]=g'(c)-[ f(b)-f(a)].

Si g'(X) # 0, por el teorema de Rolle obligatoriamente ¢ (a) #( (b) .

Seguidamente veremos un importante teorema que nos permitird hallar limites que hasta ahora no
nos era posible resolver.

Teorema (Regla de L'Hopital):
Sean f (X) y g(X) dos funciones tales que lim f (X) Oylimg (X)
X—>Xg X—Xg
Si existe lim w entonces también existe IimLX) y lim f (X) = lim f'(x) .
x=% () (X) X—>Xg g(x) X—>Xg g(x) x=% g (X)

Demostracidén:

Que exista IImm
x=% (] ( )

f’(X) y @ (X) existen excepto, tal vez, en X=X, y en segundo lugar, que g'(X);tO en

quiere decir, en primer lugar, que existe un intervalo (XO—5,XO+5) donde

(X, — &, %, + ) salvo, tal vez, en X = X,.

Si hacemos que f (XO) = g(XO) =0 obtendremos dos nuevas funciones (ampliadas las anteriores), que
seguiremos llamando igual y que sélo se diferencian de las primeras en el punto X = X,, hecho irrelevante
cuando tomamos limites en el punto X =X, .

Asi f (X) y g (X) seran continuas en el punto X = X,. Tomando un X tal que X, <X < X, +¢ y aplicando
el teorema del valor medio a ¢ (X) en el intervalo [X0 , X] se deduce que (X) # 0, puesto que si fuese
g (X) =0 existiria algun € e(XO,X) tal que g'(C) =0 lo que no es posible por lo expuesto al inicio de

esta demostracion.

Aplicando el teorema de Cauchy a las funciones f(X) V% g(X) en el intervalo [XO,X] se deduce la

existencia de un punto «, (para cada X) tal que f [g X (XO)]: g'(ax)-[f (X)— f (XO)].

Fx)_ f(a)

9(x)  g'(e)

Se llega a la misma igualdad si X verifica X, —0 < X< X, . Si ahora hacemos tender X — X, tendremos
PO o i EO) i F(e) i £

=% g'(x) % g'(X) % g'(a) % g(X)

Como f (%))=0(%)=0,nosqueda f'(e,)-g(x)=0"(er,) f(X) vy

que a, —> X,,
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La regla de L’Hépital se generaliza en varias direcciones. Asi, si tenemos lim f (X) =0=1limg (X) basta

X—>too X—>to0

1
hacer el cambio de variable X = f para demostrar el teorema anterior.

También es aplicable esta regla para indeterminaciones del tipo

cuando X —> X, 0 X —> 0.

Fo0
Ejemplos:
. Senx _ . . )
lim——, las funciones f (X) =Senx vy g(X) =X son tales que lim f (X) =0= Ilmg(x) y ademds
x—0 X x—0 x—0

existen las funciones derivadas f '(X) =COSX y g'(X) =1, con lo que de aqui se obtiene el limite:

sen x (senx)’

. . . COSX
lim zllm—lzllmTzl
x—0 X x—0 ( x—0
X)
X—38enxXx . . L . 0 . A
I|n3—3, al calcularlo nos dard una indeterminacion del tipo 6, al aplicar la regla de L’hopital
X—> X

obtendremos una nueva indeterminacion 6 que nos permitird aplicar la regla una vez mas y asi

sucesivamente hasta que la indeterminacién desaparezca.

!

1 !
. x-senx . (x-senx) . 1-cosx , (l-cosx) . senx . (senx) . cosx 1
lim=———=1lim ——=lim ™ = lim ——=lim 5 = lim ;—=1im 5 "6
X—> X—> X—> X—> X—> X—> X—>
X (Xs) X (3Xz) X (6x)

- . . .7 . w

lim (tg X-1In X), nos encontramos con una indeterminacién 0- oo, que podemos convertiren —.

x—0" o0

i (sex)
. _Inx In x . < _sen’x . (sen“x . 2Senx-Cos X
lim (tg x-Inx) = lim = lim (Inx) ;= lim —%— = lim =lim 2 = lim =0
x—0 x-0" COtg X x>0 (cotg X) x—0 x-0"  —X x—0 (—X) x—0 -1
sen’x

. (1 0
IIm(— —cotg X |, la indeterminacidn que aparece es o0 — o0 que transformamos en 6 restando.
x=>0\ X

’

(1 . (1 cosx . [ senx—X-cosXx _(senx—x-COSX) .. COSX—COSX+ X-Sen X
lim| =—cotgx |=lim| —— =lim| ——— |=1lim =1lim =
x>0\ X x>0 X senx ) x=0 X -Sen x x>0 (x-senx)' x>0 SeNn X+ X-COoS X

!
lim_ Xosenx .o (x-senx) lim__Senx+x-cosx 0 _,
0SB X+X-C0SX 0 (g y 1 x.cosx) *7CCOSXH+COSX—xX-senx 2
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1

. = 0
|IrTJ(COS 2X)x2 , indeterminacién del tipo 1° que transformamos en 6 tomando logaritmos.
X—>

1 1 1
A=lim(cos2x)<¥ = In A=In{lim(cost)ﬂ:Iim(ln(cost)xzj=lim
x—0 x—0 x—0

—2-5en2x
_ —tg 2X —(1+tg?2x)-2 _
im_COS2X . tg2x:"m( g 2x) " ( g ) 2
x—0 2X x—0 X x—0 1

1
lim(cos2x)x =e

x—0

-2

(x)

a
X

In(cos2x) lim

(In(cos 2x))'

!

")

2 = InA=-2= A=¢? =

Iim(1+ arctg X) , huevamente tenemos la indeterminacion 1” con lo que procedemos de igual modo.

x—0

a . :
A:IX|_r)13(1+arctg X = InA:In{le_rE(1+arctgx) }:le_rg(ln(uarctg x)j

1
: G
:"m(aln(1+ar,ctg X)) _jim_Lrarctgx _ . 2 a
X0 (x) X0 0 (1+ x*) (1+arctg x)

a

= A=¢e?2 =

Iing(1+ arctg x)% = \/e_a

X—>+0

arctg (ex)—%

(arctg (¢") —72[)

’

tim xarctg (¢1) 7] - im

1
X

(Xz'ex), _ lim 2x-e* +x*-e*

= lim
X—>+0 o\ xotw _Zezx
(-1-¢”)

jimat.es

!

H

2
- (2x+x ')
o (-2¢)

:Iim(

aln(1+arctgx)
X

a = InA:E =
2 2

) 4 . L, .
lim x'[arctg (ex)—E}, nos encontramos con una indeterminacién oo-0, que podemos convertir en 6

i x>-et

1+Xx)

X—>+00 (_ex )’ X—>+00 _ex
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