INTRODUCCION A LA GEOMETRIA ANALITICA DEL ESPACIO

Entendemos por geometria analitica aquella en la que trabajamos con puntos y vectores expresados en
coordenadas y lugares geométricos (conjuntos de puntos que cumplen una determinada condicidn)
expresados mediante sus ecuaciones.

Los vectores seran los elementos del espacio vectorial de los vectores libres del espacio V;, en el que cada

elemento no es un Unico vector determinado por dos puntos, sino que es una clase de equivalencia, es
decir, infinitos vectores equipolentes (misma direccién, mismo sentido, mismo mdédulo). Todos esos
vectores de la clase de equivalencia tienen el mismo nombre y, por supuesto, las mismas coordenadas en
una determinada base.

Deberemos tener en cuenta las operaciones interna y externa definidas en V, con las que se cumplen las

propiedades necesarias para tener estructura de IR - espacio vectorial.

En el espacio tridimensional R? asignaremos coordenadas a los puntos a través de sus vectores de posicién
en un determinado sistema de referencia.

Sistemas de referencia en el espacio:

Un Sistema de Referencia en el espacio lo constituyen uro @0fR* y una base 3{”1e”2e”3}e del espacio
vectorial \; de los vectores libres del espacio Lo denotaempor R={ Q @, g, "8

El punto OOR® lo tomaremos como el origen del sisa de referencia las direcciones de los vectojes,e & y e

marcaran las direcciones de los ejes de coordenadas Yy lagtlaes de dichos vectores la unidad de medida en
cada eje

Decimos que un sistema de referenciaR ; Q “g g es ortonormal cuando la baseH ", ,€,,€,} e es ortonorl
es decir cuando los vectorés, €,,€, e tienen longltud vy direesigrerpendiculares

Llamamos vector de posicion del puntdI®R?® al vecﬁr[ﬂ)lg V questgnorigen 8 O y su extremo en.P
Existe una correspondencia biunivoca entre los puntoRYe os yéctores de,V de tal forma que a todo punto
POR® le corresponde un Unico vector de posicién OR V Yy atodo vatidV, le corresponde un Gnico punto
POR® tal que v= OP

Por tantq si OP= XJg+ yIe+r @,e= OP viene determinado
por las coordenadasT)E( ,x,y) z enla base B de formaain

y podemos asignar esas mismas coordenadas atopB( XY, z)
gue lo identificaran de forma Unica en el sistemardferencia R
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Si en el sistema de referencia® ; Q, &, &} e solo cambsael punto O por otro punto’Q obtenemos un nue
sistema de referencia respecto del cual no han cambiadodasdenadas de los vectores dgV @évdos los puntos
deR® han camiado de coordenadas

Si en el sistema de referenciaR ; Q, &, &} e cambiamos la(base asdljusea el orden de los vectojes d¢s

los puntos d&R® y los vectores dg V cambian de coordenadas

Vector determinado por dos puntos:

Dado un sistema de referencia en el espacig{R ; 078 Q}a y dos puntos P QR?® y teniendo en cuenta
definicion de la operacion interné suma de vect<)res en eh@eprectorial \{, los vectores—QFﬁ)@P—Q estal
relacionads por OQ= OP+P Q= PQ=0Q- OP

PQ 7" SIP(%. %8 = OP(x ¥ d= OR Xe ,ye,7ze

| Q. % 2) = OF(x y = 0@ xe ;ye  ze

conlo que PG= Xer v, ;z€( xe ye,de>
PQ=(x-x%)8+(y- ¥) e+ (= Je

Entonces el veot PQ tiene coordenad®PQ=(X %, ¥~ Y, 2~ %)

Punto medio de un segmento:

Dado un sistema de referencia en el espacig{R ; 07 Q%z y dos puntos P QR® que determinan los extre
de un segmento veamos como calcular las coordenadas de ¢a ipedio M
Las coordenadas de M estan asociadas a las coordenadaged®or OM

SIP(% % 2) YA X %3= OR(Xoyop YO .X,Y)
conlo que PG=( %= & Y & 2 oF
Tenemos la relacion OM  OP PM= %OM%GP%%PQ

Trabajando sélo en coordenadas obtenemos

e 1
OM =(%, %) +5(X =%, ¥~ ¥, 2= &)

w:(w&;&%ﬂ;y}'yz; gj
W:(Xo'i'xl %+ % %+zj _ M[Xo+>a,yo+y1,zo+zij

2 2 2 2 ' 2 2

Del mismo modo podriamos calcular las coordenadas de lotopuue dividen en n partes iguales segmentc
de extremos Py Q
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Ecuaciones de un plano en el espacio:

Un plano en el espacio viene determinado por un punto y dadiones diferentes Veamos como traducimos esas
premisas a ecuaciones

Si 1 es el plano que pasa por el puntd R, X,, %) z y con la direccion siwdatores’w=( U 4 4 YV %( .V, W,),

cualquier punto Xd 7 cumpliré?)(:/l O#@udyv es decir el vector PX debecsenbinacion lineal de los vectesei VA%
puesto que en un plano no puede haber mas de dos vectorekriarda independientes

[

PX=0X-0OP= OX- ORAOuuOv= OX=O0P+A[u+uv que es la ecuacion vectorial del plano

Si expresamos esta ecuacion en coordenadas tenemos
X es un punto cualquiera K ,x,y)z=  OX , X Y

yA
= X,Y,2Z)= VY, Z)t+A REVANTES v L\ =
P es un punto jo P(x, %, 2) = OP=( % ¥, 2 } (v 2=(%, ¥, g)+ Al w o B+t v v S

X=X +Au+uy
(X,y,2=(%+Ay+uy, y+Au+py, ztA wu N = {y=y,+AL+4\% que son las ecuaciones paramétricas
zZ=z+Au+puy

del planor.

Como los vetores PX, U y'v son linealmente dependientes y=PX -OX=0P  x X,y —Y,)2 ~z (U s, u)
y v= (\4, ' \4), tenemos que colocados en filas o0 en columnas y en @mfden la siguiente ecuacion identifica

al plano rr:

X% Y¥Y=% 2%
u, u, U, [=0 desarrollando el determinante obtendremos una exmede la forma Ax By Cz BO
Vi v 5

1= Ax+ By+ Cz+ D=0 es la ecuacion implicita del plang /i/:(A, B, C) es un vector con diraegd@rpendicular
al plano 77 que llamamos vector normal al plano
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Ecuaciones de una recta en el espacio:

Una recta en el espacio viene determinada por un punto y ureccidn Veamos como traducimosasspremisas a
ecuaciones

Sir es la recta que pasa por el puntd B,X,,Y,)z Y con la direcciérveetor v=(y, v, y), cualquier punto

X Or cumplia PX =AY, es decir los vectores PX 7y v tendran iguakdcion y, por tantp seran proporcionale

PX=0X-0OP= OX- ORA0v= OX=OP+A[V que es la ecuacion vectorial de la recta r

Si expresamossga ecuacion en coordenadas tenemos
X es un punto cualquiera K ,x,y)z= OX . x ¥

P X, Y, Z ’ f i v, y, =
€s un punto fIJO |? X M 03 = OE( 0 X oVo)Z X ¥ £ [ﬂ 1

X= % +Ay
(X, ¥, =(%+AV, Yo+ AV, Z,+Ay) = {y=y,+Av, que son las ecuaciones paramétricas de la recta r
z2=27,+ AV,
2=X%
Vl
Despejandol en las tres igualdaded =¥ = X\_/x" = y\—/ -2 ¢ gue es la ecuacion continua de r
2 1 2
K=25%
VS

Asi mismo podriamos expresar la recta r como corteesdrs planos de los infinitos que la contienen

Sim=Ax+ Byt C# D=0 ym,= Ax By Cg '>0 sondos planos que contienana recta [ podemo:
Ax+ By+ Cz+ D=0
Ax+By+ Cz D=0’
ecuaciones para#iricas de r

El vector director de la recta”y es perpendicular a los veesonormales de ambos plar,\(zi§=( , A E) Cy
7,=(A,B,C).

expresarla como E{ Resolviendo el sistema catibfindeterminado obtendriamos la
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