SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

Todo problema cuyo enunciado somete nimeros desconocidos a varias condiciones, es susceptible
de ser expresado por medio de igualdades o desigualdades que forman un sistema de ecuaciones o
inecuaciones.

De ahi la importancia de decidir de manera sistematica cuantas soluciones tiene un sistemay cdmo
hallarlas todas. El objetivo general de este tema es discutir y resolver sistemas de ecuaciones lineales
haciendo abstraccion del tipo de problemas que originan su planteamiento.

Los casos mas sencillos (dos ecuaciones con dos incégnitas y tres ecuaciones con tres incégnitas) ya
se han estudiado en cursos anteriores. Aqui, como aplicacion del dlgebra lineal tratado con anterioridad
(espacios vectoriales, matrices y determinantes), analizaremos el caso general: un nimero cualquiera de
ecuaciones con un nimero cualquiera de incognitas.

Primero definiremos con claridad el lenguaje que se va a utilizar en este tema: coeficientes, términos
independientes, incégnitas, solucién del sistema, discusidn y resolucidn del sistema.

Definicion: Se denomina sistema de m ecuaciones lineales con n incégnitas a un conjunto de expresiones
algebraicas de la forma:

apx, tapx, tasx;+--+a,x, = bl
Ay X, +apX, +ayx; +-+a, x, =b,
Ay X, +aynXx, +apx, teta, x, = b,

amlxl +an12x2 +am3x3 te-ta,, x :b

mn-"n m

donde x;, (i = 1,2,3,...,n) son las incognitas, los a;; (i =1,2,3,....om ; j= 1,2,3,...,n) son los
coeficientes y los b, (i = 1,2,3,...,m) son los términos independientes. Los coeficientes y los términos

independientes son numeros reales (al.j UR, b, DR).

Resolver un sistema de ecuaciones lineales es encontrar valores reales para las incdgnitas que
verifiquen todas las ecuaciones del sistema a la vez. Cada conjunto de n valores reales que satisface todas
las ecuaciones se llama solucién del sistema.

Entonces, una solucién del sistema son n numeros reales (s1 285 585 ,...,sn) , 5, UR tales que al
sustituirlos por las x, (i = 1,2,3,...,n) se cumplen todas las igualdades:
ays, taps, tays; +--+a,s, =b
ays, tays, tay,s;te-ta,s, =b,
ay 8, tay,s, tays; +--tays, = b3

Por tanto, una solucion del sistema se puede considerar como un vector (S1 285585 ,...,S”) del

espacio vectorial R" .
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Tipos de sistemas

La clasificacion de los sistemas se hace atendiendo a la existencia de soluciones:

Sistema incompatible : no tiene solucion

Sistema compatible determinado : tiene solucion unica

Sistema compatible : tiene solucion

Sistema compatible indeterminado : tiene infinitas soluciones

Notacidn matricial y notacion vectorial

Los conocimientos adquiridos sobre matrices facilitan la escritura y el manejo de los sistemas de
ecuaciones lineales. Dado un sistema:

a, X, *a,x, tax, +--+a,x, =b a, 4, 4 a, X b,
Ay X, +apX, *ayx, +--+ay x, =b, )y Ay dy a, X, b,
= odemos escribirlo: =
ay X, ta,x, tapx, +--+a, x, =b; P a3 Ay dyz ... 4y, X3 b,
aml'xl + am2x2 + am3x3 teeet amn‘x - bm aml amZ am3 amn xn bm
a, 4, d4dj a, X bl
) Ay Ay a,, X, b,
donde 4=|a,, a,, a, ... a,, | eslamatrizdecoeficientes, X =|x; | y B=| b,
aml amZ am3 amn xn bm

all a12 a13 aln bl
ay Ay Ay a,, b,

Una matriz que tendra relevanciaes A =|a, a,, as; ... a, b, | quesellamamatrizampliada.
aml amZ am3 e amn bm

El sistema también puede expresarse en forma vectorial: 4 [, +4, &, + 4, &, +---+ 4 [k =B,

donde
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En esta notacidn, las soluciones de un sistema son los vectores de la forma § = (S1 285 58, ,...,s”) OR”

que verifiquen la expresion A4 L, + 4, s, + 4, [, +---+ 4 [§ =B.

Ejemplo:
Dado el sistema:

3x, +2x, —3x, +x, =8 32 3 1) (-8
x +x,+2x;—-x,=4 ,en forma matricialserd: |1 1 2 -1 e 4 | yenforma
X tx, Fx +2x, =7 o1 o2 L7
Xy
3 2 -3 1 -8
vectorial |1 |k +| 1|k, +| 2 |k +| -1 |k, =| 4 |.Elvector S = (—1,1,3,2) OR* es solucién
1 1 1 2 7
3 2 -3 1 -8
del sistema, ya que verifica: | 1 [ﬂ—l) + 1 [ﬂl) + 2 [ﬂ3) +| -1 [ﬂ2) = 4
1 1 1 2 7

Definicién: Dos sistemas de ecuaciones lineales son equivalentes si toda solucion del primero es solucion
del segundo y viceversa.

Definicién: Decimos que una ecuacién es combinacién lineal de las ecuaciones de un sistema si se obtiene
como resultado de sumar las ecuaciones del mismo, previamente multiplicadas por un niumero real.

Teorema fundamental de equivalencia

Si en un sistema de ecuaciones lineales se sustituye la ecuacién i-ésima por una combinacién lineal
de dicha ecuacién y las demas ecuaciones del sistema, siempre que el coeficiente que multiplique a dicha
ecuacion i-ésima sea distinto de cero, el sistema resultante es equivalente al primero.

Corolario
Si en un sistema de ecuaciones se suprime una ecuacién que es combinacidn lineal de las restantes,
el sistema obtenido es equivalente al dado.

Los resultados anteriores permiten ir transformando un sistema en otros equivalentes cuyas
soluciones puedan obtenerse con mas facilidad.

Método de eliminacidén de Gauss-Jordan

Este método, basado en el teorema y corolario anteriores, consiste en llegar a un sistema escalonado

transformando la matriz ampliada 4 en una matriz escalonada por filas. Los siguientes ejemplos explican
detalladamente el proceso a seguir.

v" Ejemplo 1:
X tx,—x; =1
Resolver el sistema < 2x, +3x, +x, =3

S5x, = x, +2x, =2
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Consideramos la matriz ampliada asociada al sistema, separando por una linea vertical la columna de
términos independientes de las restantes columnas que constituyen la matriz de coeficientes. Esto nos
permite hacer transformaciones en las dos matrices simultdaneamente.

1 1 -1 :1
A=[2 3 1 i 3| Buscamos obtenerun 1 en el primer elemento de la primera columna, en
5 -1 2 2

este ejemplo no es necesaria ninguna transformacion puesto que es 1.

Denotamos por F, , F, , F} , las filas de la matriz.

1 1 -1 :1 1 1 -1 : 1 11 -1 : 1
2 3 1 P 30pQQpEo 1 3 i 1 ODRPp-0 1 3 i1
5 -1 2 2] BT ol -6 7 1 -3 0 0 25 : 3

Volvemos al sistema que se corresponde con la ultima matriz obtenida que es un sistema escalonado
equivalente al primero y cuya solucidn es inmediata:

16 3 12
x,=l-——+= = x, ==
X +x,—x, =1 25 25 25
_ _,_9 _16
x,+3x=1 = x2—1—2—5 :>x2—2—5
25x, =3 3
X, =—
25

Se trata, por tanto, de un sistema compatible determinado.

v' Ejemplo 2:
3x,+3x, +11x; —x, =8
Resolver el sistema <2x, +5x, +3x, =4

X, =X, +2x,+2x, =2

Escribimos la matriz ampliada del sistema y procuramos tener un 1 en el lugar fila 1, columna 1.

11 -1 : 8 1 -1 2 2 2
2 0 5 3 40p000-l2 0 5 3 4
1 -1 2 2 : 2f 0¥& 3 3 11 -1 ¢ 8

Procedemos del mismo modo que en el ejemplo anterior:

1 -1 2 2 2 1 -1 2 2 2 1 -1 2 2
2 0 5 3 i 40p0QE{0 2 1 -1 i 0o0AQQdE|o 2 1 -l
33 11 -1+ 8) 575 o 6 5 -7 1 2 0 0 2 -4

El sistema a resolver queda:
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-1- 1 134
X, =2+x,-2x,-2x, = xlzﬂ xl:_E_T
X, —x, +2x,+2x,=2 s . 2 )
2x,+x;,—x, =0 — XZ:% — x2:T4 — xzz_E_E
2%~ 4%, =2 2x,=2+4x, = x,=1+2x, x, =1+2A
x,=A

El sistema tiene infinitas soluciones que se hallan dando valores reales al parametro A ; por tanto el
sistema es compatible indeterminado.

v" Ejemplo 3:
-x,+x, =2
Resolver el sistema < x, +2x, +4x, =3

2x, +4x, +8x; =1

Escribimos la matriz ampliada del sistema y procuramos tener un 1 en el lugar fila 1, columna 1.

0 -1 1 : =2 1 2 4 : 3 1 2 4 : 3
12 4 30poon-lo -1 1 i 200000 -1 1 i =2
2 4 8§ : 1) f°h 2 4 8 1 1 0 0 0 : -5

Escribimos el sistema correspondiente a la Ultima matriz y queda:

x, +2x,+4x,=3
—x,+x, =—-2 ,vemos que este sistema es incompatible.
0=-5

REGLA DE CRAMER

Definicién: Se dice que un sistema de ecuaciones lineales es un sistema de Cramer si tiene el mismo
numero de ecuaciones que de incégnitas y el determinante de la matriz de coeficientes es distinto de cero.
m=n

Sistema de Cramer <
|4]%0

Teorema:

Todo sistema de Cramer tiene solucion Unica y el valor de cada incdgnita se obtiene dividiendo por el
determinante de la matriz de coeficientes, el determinante que resulta de sustituir en dicha matriz la
columna correspondiente a los coeficientes de esa incognita por la columna que forman los términos
independientes. Esto es, en el siguiente sistema de Cramer:

a, X, tapx, totax, teta,x, =b,
Ay X, tapX, - +ayx, +-+a, x, =b,

ay X, *a,x, +---+ay;x, +---+a, x, =b, elvalorde laincégnita x; es:
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all a12 bl aln
ay dy b, ay,
a}l a32 b} a3n
¥ = a, a, .. b, .. a, donde los términos independientes estan colocados en la columna i.
=
a,  ap ay ay,
ay dy ay, s,
aSl a32 a3i a3n
anl all ani ann

Demostracion:
En el sistema de

a,; 4
ay Ay
A=|ay a,

a

nl

Cramer del teorema tenemos:

a13 aln xl bl
a23 a2n x2 b2
as; a, | ,» X=|x| , B=|b
an3 ce arm xn bn

y el sistema se escribe en forma matricial: 4LX =B . Como |A| %0, existe 4™ y multiplicando la

igualdad anterior, alai

zquierda, por A_l, se obtiene:

A'"MUIX=4"B = I K = A'B = X =A"[B, estoen forma de matrices es:

X 4,
Xy R 4
X3 m A‘13
'xn Aln

Y se obtiene que

El determinante

www.jlmat.es

A11b1 +A21b2 +A31b3 e+ 4,5

nl~n

|4
Ay Ay o Ay (h X Apby + Ayyby + Ayybs +---+ 4,,b,
4y Ay o A, D Xy |A|
Ay Ay ... A, (U = | X% |=| Ash +Ah +A4bi++ 4,0),
. . . . . . |A|
4,, 4, 4,)\b, X, :

Alnbl + A2nb2 + A3nb3 teeet Annbn
|4

—_ Alibl +A21-b2 +A3ib3 +,,,+A b

X, #n parai=1,2,3,...,n.
|4
columna i
%,—/
1
a;  ap b, a,
a, a b a
21 2 2 28 desarrollamos por la columna i
dy a3y b, as, = Ab + 4,0, + A,b, -+ 4D,
anl all bn ann
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a,, dap b, a,,
ay Ay b, ay,
a; 4y b, as,
Al — nl all tte bn arm
Por tanto podemos escribir x; = |A| y el teorema queda demostrado.

Utilicemos la regla de Cramer para resolver el ejemplo 1, abordado anteriormente por el método de
Gauss-Jordan.

X tx,—x; =1
v' Resolver el sistema 2x, +3x, +x, =3
S5x, —x, +2x, =2

Calculamos el valor del determinante de la matriz de coeficientes

1 1 -1
m=n=3
|A| =2 3 1|=25 = , estamos ante un sistema de Cramer.
|4]=25%0
5 -1 2
Aplicamos la regla de Cramer para obtener la Unica solucidn de este sistema:
1 1 -1 1 1 -1 1 1 1
3 3 1 2 3 1 2 3 3
2 -1 2 12 5 2 2 16 5 -1 2 3
25 25 25 25 25 25

TEOREMA DE ROUCHE — FROBENIUS. DISCUSION DE SISTEMAS

Ahora estudiaremos el caso mas general de sistemas de ecuaciones lineales y obtendremos la
condicién de compatibilidad, criterios de clasificacién y un método general de resolucion. Todo ello se basa
en el siguiente teorema.

Teorema de Rouché-Frébenius

La condicién necesaria y suficiente para que un sistema de ecuaciones lineales tenga solucion es que

la matriz de coeficientes y la matriz ampliada tengan igual rango: Rang (A) = Rang (Z) .

Si el rango de ambas matrices es igual al nimero de incdgnitas, la solucidn es Unica. Si el rango es
menor que el nimero de incdgnitas, hay infinitas soluciones. Resumiendo:

n = numero de incognitas
Rang (A) = Rang (Z) =n < Sistema compatible determinado

Rang (A) = Rang (Z) <n < Sistema compatible indeterminado

Rang(A) < Rang(Z) = Sistema incompatible (este caso solo puede ser Rang(A) +1= Rang(Z))

Demostracion:
Consideramos un sistema de n ecuaciones lineales con n incégnitas escrito en forma vectorial:
Ax +Ax, +Ax;+---+Ax =B
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(= Veamos la condicién necesaria:

Supongamos que el sistema admite solucién; sea el vector (sl 385585 5.0 .,sn) una solucién. Entonces,

As, + A5, + As,+---+ A s, =B vy, por tanto, la columna de la matriz 4 formada por los términos
independientes es combinacidn lineal de las restantes columnas de la matriz ampliada, por lo cual no
aumenta el rango de A al afiadirla para formar Z; luego Rang(A) = Rang(Z) .
[J ) Veamos la condicién suficiente:

Sea Rang (A) = Rang (Z) . Como ambas matrices difieren en la columna formada por los términos
independientes, dicha columna ha de ser combinacidn lineal de las restantes columnas de A y, por
consiguiente, existen nimeros reales s,,s,,S5;,...,5, talesque As, + 4,5, + A;s;+---+As =B.

Es decir, el vector (s1 385,85, .,Sn) es solucién del sistema.

Si Rang (A) = Rang (Z) =k, tomamos un menor de orden £ distinto de cero (menor principal) en la

matriz A, que se puede considerar formado por las & primeras filas y las k& primeras columnas (ya que
podemos alterar convenientemente el orden de las ecuaciones y el orden de las incégnitas); es decir:

a, a, ... a,
a, @, ... a
21 22 2k
ST C1#0
a, A, ... day

Las (n —k) filas restantes son combinacién lineal de las anteriores; luego, el sistema inicial es

equivalente al siguiente:

ap X, Fapx, *otayx, =b —ay X~ a,x,
Ay X, t Xy ¥t ay X, by~ Ay X, T T4, X, (E)
A X, ta,x, totayx, =b —ay, X, T a,x,

Alas incognitas x,,x,, ...,x, las llamaremos incdgnitas principalesy a las (n —k) incognitas

restantes, incdgnitas secundarias.
Podemos considerar los términos en dichas incégnitas secundarias junto con los b, de las k ecuaciones

independientes del sistema inicial como los términos independientes del sistema (E) .

El sistema (E) es, entonces, un sistema de Cramer pues tiene k ecuaciones con k incégnitas y el

determinante de la matriz de coeficientes es distinto de cero; por tanto, sabemos que tiene solucién de la

forma:
a, 4y ... (bl_a1k+1xk+1_"'_a1nxn) cee Ay Columna i-ésima
dyy Gy ... (bz_azk+1xk+1_"'_a2nxn) e Ay
9% Y - (bk_akk+1xk+1_"'_aknxn) e Ay .
X, = , Ui=1,2,...,k
a, 4ap ay;
yr Gy -er Ay
akl akz akk
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Si k =n, la columna i-ésima del determinante del numerador queda reducida a los términos

independientes b,,b, , ...,b, ; por tanto, la solucidn es Unica y el sistema compatible determinado.
Si k <n, al calcular los valores X, segun la expresion anterior, hay infinitas soluciones, cada una de las

cuales esta determinada dando valores arbitrarios a las (n - k) incognitas secundarias, X, ,...,X, .

n

SISTEMAS HOMOGENEOS

Vamos a aplicar el teorema de Rouché-Frobenius a la discusion y resolucién de otro tipo particular de
sistemas: los sistemas homogéneos.

Definicién: Se llama sistema homogéneo a un sistema de ecuaciones lineales en el que los términos
independientes son todos nulos:

a,x, ta,x, tax;+---+a,x, =0
ay X tanx, tayx, +---+ayx, =0

amlxl + am2x2 + am3x3 et amnxn = 0

En los sistemas homogéneos siempre Rang (A) = Rang (Z) (la matriz ampliada la obtenemos

afiadiendo una columna de ceros, con lo que el nimero de columnas linealmente independientes no varia)
y, por tanto, siempre son compatibles.
En efecto, todo sistema homogéneo admite por lo menos la solucién x;, =x, =---=x, =0, llamada

solucion trivial.

Teorema:
Es condicién necesaria y suficiente para que un sistema homogéneo tenga solucidn distinta de la
trivial, que el rango de la matriz de coeficientes sea menor que el numero de incégnitas.

Demostracion:
Si en el sistema homogéneo anterior Rang(A) =n° de incognitas , segun el teorema de Rouché-
Frobenius, la solucion es Unica y serd la trivial, es decir: x, =x, =---=x, =0.

Luego, para que existan mds soluciones, ha de ser obligatoriamente Rang (A) <n° de incognitas .

Corolario:

La condicién necesaria y suficiente para que un sistema homogéneo con igual nUmero de ecuaciones
qgue de incognitas tenga solucién distinta de la trivial, es que el determinante de la matriz de coeficientes
sea nulo.

La demostracion es evidente a partir del teorema anterior.
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