PRODUCTOS DE VECTORES EN EL ESPACIO

Producto escalar:

Definicidon y propiedades:

Dados dos vectores no nulps u”y v deV su producto escalar queatmos por'iJy es el nimero real
0 v =t/ oo Uy

Si alguno de los vectores es nylo su producto escalar es cero

Entonces podemos considerar el producto &scaomo una aplicacion
V,xV, 0000 R
(G,v)OOO- f(u,v)=uv

que cumple las siguientes propiedades

1.- Definido positiva G20 y Ww0 = ~"u es el vector nulo
2.— Simétrico: 4=V dondey v W Y vya,B0R
3.- Bilineal: t{av+ AW =a(ul)+B(U0N)

De la definicion tenemos que

o~

» 0m=[gfdreod VY = el cge) = “mfu= [u=um
. UD}:|U|[]R1Ebos€”Tf\)r y como-1< c()g\,u)szl = dms<|gly  gun)’ <|T V. Estamt desigualdad <
conoce como desigualdad de Cauehy Schwartz

. cos(ﬁ\ﬁ =£’I—W = Coéf\u”)c—a UD’C = (l]/,\\”/):cos'l(a Gﬁia j
A N NI

e U[¥=0 < U yVson perpendiculares™ [~ v

Si U yV son dos vectores dg Vay es umeip real, ® verifica:

u=0 y|U=0 siy sélosiu es el vector nulo

ad| =[a][d

0+ <[u+[y

Expresién analitica del producto escalar:

Si dos vectores de,y ~ u v estan expresadosen la bade,B7,, €} e e fdemal que
i=ag+be+ce -~ "w( abk enB _

entonces podemos expresar el producto escalar de'u y v dgué&ste forma:
v=de+Be+ te -~ w(ab'y enB

ulv=(ae+ be+ colf ae 'Be 't y aplicando la propiedad de que el prodscaia es bilineal tenemos

Ulv=adelet+ abdler aGE,¢ Da@ +e "hig+e "Jider e, Che €, [Epece T
el® el “glg)

En forma matricial se escribiria "T'#( a b )c,E, e, e,B|e'|b
&k gl elgl’
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&l® el Hlf

La matriz A=| €0e “gTe ~,&l,e se llama matriz del producto escalar
&g &0 ¢g

Comogle="glfe = Aesuna matriz simetrica

él=lel=le=1 =
Si B={®, &, ¢ es una base ortonormal esde%?' l%|*|§|# ~ tenemos qu = |¢| =1 conloq
ebleg,ele, ele qlg =
100 1 0 O)a a
A={0 1 0| y ulm=(a b 9|0 1 0| bj=(a b § b = UI=ad+bb+ct
001 0 0 1){c (o}
Ejemplo:
Sea B={g "8 "$ esunabasedeV tal 8= | V3. [5=2
&8 T 8)=30, (2%)=120, (B g=%0
=(2,-2,3)enB

calcula el angulo que forman los vectorgsv.

a
Dados los vectore: ,
v=(-2,41)enB

necesitamos calcular los producto§ly VvOu U v v Para ello abtes la matriz del

Como coé )' \/U_[mug/ﬁ’/

ale=[¢ =1; ele=lp[ =3; arp=[¢ =4 R
& o0 EE & & =|4|d cos0 m@g@_ﬁ , 2
producto escalar A| "dT.e ",&,e 6, ¢ - L 2 - A= > 3 0
&l &l elg 8B =[¢d CO];ZO"ZlEZ[ﬁ—EJ:—l 10 4
& & =|g||d cos0' =+/320=0
1 34
2 -2 3
i@=(2 -2 3) g 3 0| 4|=(2 2 3)|9/|=6
10 4t
1 34
3 . g - 6 1
—— _ 3 o _ al_ —\_ —~\_ _af 1)
Ahora jdf@i=(2 -2 3) 5 3 0|2 =(2 -2 3)|-3|=28 - cos(u,v)——@g/% - (u,v)—cos [Zﬁj_m
10 4|\8 10
1 24
2 -2 3
vw:(—241)230 4 |=(-2 4 1)|9|=36
10 4t 6
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Producto vectorial:

Definicidn y propiedades:

Dados dos vectores dg V™ u”y v expresadosen la base ortonormf§Bg,, g}, de tal forma que
i=ag+be+ce -~ "w( abk enB

o _ . su producto vectorigl que denotaremos porlu, v es otroorede \, cuya:
v=ag+be+ te - w(ab't enB

coordenadas son " U~ ¥ b ¢ ¢ a
b ¢|'|¢ 4d'|d
Esto quiere decir ue”m”vb C“ec - @ a - 8 b - a ¢ a p o UDV—E % §
q q b’ C’ 1 d d 2 a 3 b 1 a 1, 2 Ia . 3 _a, b' C,

Dados los vectoreS u” v y w de V yrelrero real a, se cumplen las siguientes propiedades
. udv=-vdu

1
2
3
4. [a0v=[g]y sef
5. El vector ul'v es perpendicular au yav
6.

Si U yV son linealmente dependientés AV = GOV=0

La demostracién de estas propiedades se basa en algunas gedaiedades de los determinantes

Interpretacién geométrica del producto vectorial

Dados los vectoreS u y v dg V" Au1™, v consideramos el siguientelgiagaamo:

Aparalelogramo: base( altura = '% = | _.p] h

aralelogramo
h=|V|serr = =Y se(n”/\u”)v
Aparalelograno :|u||vl Sefﬁ?} = A)a\ralelogram():|U DY/‘
Dados los puntos A B y D el area del tridngulo ABB:

_|aoy
Ariéngulo ABD T 2

Ejemplo:

Calcula el area del triangulo que determinan los puntod,A1,3), (-B4,1)  (3,0,-1)

‘ﬁﬂm AB=(-3,5,-2) - & & §
Avtnguo nec =5 = 1 = ABOAC=|-3 5 -2/=-18%-16%-13%
2 AC=(2,1,-4) > 1 -

ABOACd =,/(-18)° +(-16)* +(-13)* =749 = A . :—“749=13,68 U
Arlangulo ABC 2
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Producto mixto:

Definicidn y propiedades:

Dados tres vectores dg V™, U vy, w expresadosen la base ortoh@més , &, g}, de tal forma que

i=ag+bg+ce - “w=( ab)k enB

V=dg+be+ €~ "w( a'b’y enB| su prodaanixto, que denotaremos ppr,u, V| w es el nimerd te@v OW).
v=a'g+Be+ te- "w( 8 H"G en

o b ¢
Como VI W= , )
[ \e 2z d)
b ¢, ¢ 4 4 B_|b S
[0,v,W=uffvOw= = - + =l'ab ¢
b et e a4l Fa 8T T O B
a" b" d’
a b c
Entonces[u,v,w|=|a B ¢
a" b" dl

Dados los vectoreS u",v-  wVy x deV y el nimero real  se cumplendagesies propiedades

2, [u,v,v\dz—[v,a,w]

3. [au, v, W =a[0,V, W

4. [a,v,w+¥{ =0V W+ UV

5. T, V y W son linealmente dependientes [~, " }=@

La demostracion de estas propiedades se basa en algunas gedaiedades de los determinantes

Interpretacién geométrica del producto mixto

Dados los vectores u™ v § w deV linealmente independientes dwasios el siguiente paralelepipedo

Vparalelepipedo: Abastg< altura A paralelograngh

3 Abase:|\7|]w
=|t]|cosa| = hzm coé”/u”\m”»v
© Vparalelepipedo:|\7DW|_q‘ CO%V—U—/\D\—V\N:rm#m —w

Vparaldepipedo = |[ U ’\7 ! \7\/]|

Los vectores'y~ v y w determinan un tetraedro cuyo voluese

v =ly S
tetraedro_g paraleleplpedo |[U, 1 V\]|
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