INTRODUCCION AL CALCULO DIFERENCIAL.

El Calculo Diferencial aparece en el siglo XVIl y sus origenes estan relacionados con tres problemas que
inquietaban a los matematicos de la época. Esos problemas eran:

— Cdémo calcular la velocidad instantanea de un movil,
— Como determinar la ecuacidn de la recta tangente a una curva en un punto.
— Como localizar los maximos y los minimos de una funcién.

Los grandes matematicos de la época, entre los que podemos nombrar a Fermat, Descartes, Barrow,
Newton, Leibniz, Bernoulli o L'H6pital, estudiaron estos problemas y fueron dando forma a los primeros
tratados sistematicos sobre Célculo Diferencial.

Ahora lo presentamos con las definiciones formales que le dieron los matematicos del siglo XIX, en las
que emplearemos el concepto de limite de una funcién.

Para entender el concepto de derivada de una funcién, nos basaremos en el problema del calculo de la
recta tangente a una curva en un punto, aprovechando la visién grafica de la situacion.

El problema de la recta tangente a una curva en un punto.

2 . .,
Cuando estamos en el plano R“, podemos determinar la ecuacién de una recta que pasa por dos puntos,
en sus diferentes formas.

Si tenemos los puntos del plano P()%, yo) y Q(Xl, ){), obtenemos el vector que determinan como

P—Q=®—6P=( - %X ¥y y) , Y la ecuacidn de la recta que pasa por ambos puntos tendrd por

X_ — —

ecuacién continua: r = % - Y7 % . Operando, obtenemos =y -y, :umx— )g) , donde el
X=X% M7 Y% ~%

ndimero m:u es la pendiente de la recta y coincide con la tangente del angulo que forma la recta

X%
. . — yl — yO HA =\ — = .
con el eje OX, es decir, t{ga ==———. A la expresién I =Sy—-Yy, = m[ﬂ X )6), la conocemos como
=%

ecuacion punto-pendiente de la recta.
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Con esto, podemos calcular la recta secante que pasa por dos puntos de una curva Yy = f (X) .

Consideramos el punto fijo de la curva P(XO, yo) y X(X, y), un punto variable de la misma curva.

Teniendo en cuenta que Y= f(X), Yo = f()%), la pendiente de la recta secante a la curva viene

f (-1 (x)
X~ X%

tender X hacia X, (X - xo), esa recta secante se va pareciendo a la recta tangente a la curva en el punto

P(%, %)-

expresada por m= . Esa pendiente es variable y depende del punto X (X, y) . Si hacemos

Cuando X=X, la recta secante coincide con la recta tangente, pero nos encontramos con que la

f(x)- (%)

pendiente de esa recta seria =6, que es una indeterminacién. El limite nos resuelve este

X=X
e F()-F06) . ,
problema, con lo que si lim——"———* existe, es decir, es un nimero real, habremos resuelto el
=% X=X,

problema del cdlculo de la recta tangente a una curva en un punto dado.

A ese numero, si existe, lo llamamos derivada de la funcién f (X) en el punto X,, y lo denotamos por

f'(x). Entonces f'(x,)= ltﬂ%;(xo)

La ecuacién de la recta tangente a la curva f (X) en el punto P()%, ){))Ia podriamos expresar como

y=%=f(p)dx-%) -  y= y+ f(¥0 x .
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Cuando X — X, es lo mismo que (X—)%) - 0. Si llamamos h=X-X,, tenemos que X=x+hy

P~ 106) iy fO8 = (%)

odemos escribir ' =lim——~L——>-2=[im
b (%) X=% X=X h--0 h
Definicion:

— Llamamos derivada por la derecha de la funcién Yy = f(X) en el punto X,, y la denotamos por

f, (XO), al limite (si existe)

— Llamamos derivada por la izquierda de la funcién Y= f(X) en el punto X,, y la denotamos por

f' (Xo) , al limite (si existe)

oy f(x+h)=f(x%)
f(x) = lim—> . C

h-0
Proposicion:

La derivada de la funcién y= f (X) en el punto X, existe, si existen las derivadas por la derecha y por la

izquierda de la funcién en dicho punto y coinciden. Es decir:

f'(x,) existe = existen f(%))y f(%),yademas /(%)= 1/ (%)

En ese caso, tendremos /(%)= /(%)= f'(%) v decimos que Ia funcién y = f(X) es derivable en el

punto X,.
Vamos a calcular la derivada de algunas funciones en un determinado punto.

Ejemplo 1:

f (x) =k (constantp
f(2+h)-1(2) _,. k-k_

f'(2)=lim =lim =lim—=1im0=0
h-0 h h-0 h -0 h-0
Ejemplo 2:
f(x)=x
£(2)=lim 2= e =2 by
h-0 h h-0 h h-0 h h-0
Ejemplo 3:
f (x) =5%
v f(2+h)=f(2) _  5(2+hf-20_  5(4+4h+F)-20  20+20n+5/-20_ _ 20h+5R
f'(2) =lim =lim =lim =lim =lim =
h-0 h h-0 h h-0 h h-0 h h-0 h
:Iimh(20+5h):Ilm(20+5h):20
h-0 h h-0
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Ejemplo 4:

f(x)=x-3x
3
(o) zim BN (20 -3(2en -2 | grwheeii +P-6-3h2 _\ oh+6fi+ fi_
h-0 h h-0 h h-0 h h-0 h
h(9+6h+ IF
=Iimg=lim(9+6h+h2)=9
h-0 h h-0
Ejemplo 5:

3+h
_ _ _ In( J 1
SRS STC B I8 S NI BN G I T
h-0 h h-0 h h-0 h-0 h h-0 h-
51
1 E " 1 1
:|n{|im(ﬂjh}l{nm(yl}jh}m lim| 1+-= :|n[e'h'f'53]:|n(é]:1
h-o| 3 h-0 3 h-0 3 3
h
Ejemplo 6:
F(x)=[x-2 O EREPTFETEL et pes f(x)={2_x Six<2
X—=2 Six=2

Como f( 3 viene definida por funciones diferentes en losvates(—c, 2) y[2, +«), para ver si existe’f2), necesitos
calcular las derivadas @r la derecha y por la izquierda de(f)x en2

2-(2+h) -0 —2_ _

=lim——2,  \" [ ( * )] =Iim2 2 h=|im_h=|im(_1)=_1
h-0" h h-0 h h-0 h h-00 h h.o
[(2+h)-2]-0_ . 2+h-2

=lim =lim D=Iim(1)=1
h-0" h h-0* h h-0" h h-0" hh ha0

= f(2)21/(2) = 0f'(2

f (x) no es derivable enx2

fle)| = |z[—2|
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Ejemplo 7:

si xz20

f (x) = 1+er , vamos a calcular las derivadas laterales en &
0 si x=0
h -0
fl(O):||mw:“ml+e}{] =|lim h =lim 1 :i:_’]_
h-0 h h-0" h h-0 l+% h-0 l+e%1 140
o = f'(0)= f.(0) = Af'(0)
-0
fj(O)inmwﬂim“e% = lim— = lim =L =0
h-0" h h-.0" h hﬁo*hl_'_e}ﬁ) h-0" 1+e}{1) 1+
f (x) no es derivable enx0
Ly ml . oy iml
Hay que tener en cuenta quelllrp hg @ , 0 g ™20, sin embaliqn%g) h=gohg 0 g™ =4

flw) =

1+4ex

Definicidn:

La funcion y = f (X) es derivable en el intervalo abierto (a, b) si existe la derivada en todos los puntos

del intervalo.

En este caso, el valor de dicha derivada depende de cada punto X del intervalo, es decir, es una funciéon

que asigna a cada X, D(a, b) , el nimero f'(XO) , que es Unico (por ser un limite).

A esta nueva funcién, la llamamos funcién derivada de f (X) y la denotamos por Yy’ = f'(X).
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f (x+h)- (X

Asi, la funcion derivada de f (X) viene definida como f'(X) = Ilrg

Vamos a calcular la funcidn derivada de algunas funciones.

Ejemplo 1:

f (x) =k (constantp

vy F(x+h)=f(® _ k-k_. 0_. B ,
f(x)—lhlfrg . —Ihlfg. - —Ir!fg—h—lr![’QO—O ; entonces f{ k= k- { )0
Ejemplo 2:
f(x)=x
f (x):Llfgf(X+hr)]— f(X)zlhi[Tg(X-Fr?_ qufg_:‘]:umlzl : entonces ( )(: X — '( )(:1
Ejemplo 3:
f(x)=x
_ 2_ 2 _
£ () =lim OO (e = X oFexhe = X 2ot B R(2XED) o 2o
h-0 h h-0 h h-0 h h-0 h h-0 h
Entonces { k= % - ' =2 x
Ejemplo 4:
f(x)=x
_ 8 _ — h(3% +3xh+ |
gm0 Oo =% 0 roheaxtic A= 3 3% 13 e h_,h(3X +3xhe )
0 0 h h-0 h h-0 h h-0 h

h- h h-
Iirrg(:%x2 +3xh+ ﬁ) =3%

h

Entonces { ¥= %X - ‘{ )3 % .y en general podemos deducir que(s)£ %X x ‘()% ¥"'n x

==; entonces (f )=In( )x -
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=lim =lim
) h-0

Fxh)- () en-e  amé- ézume*E@é“-l)=ex[E,imﬂJ=m=é
h h-0 h h-0 h h

¢ =1+m cuando 10 1] Neos que
: u , - u
h=In(1+m) ke g

para calcularlim , hacemos el cambio" €l= m {
-0

h

(e-1) mo 1 1 1 B 1 1
=lim =lim =lim T =lim = =

hoomoin@em) ™0 Lo ™ nemn ™ 1 )" B
m In| 1+ Inf lim| 1+

lim
h-0

[

N

=1
)

o T

Entonces { k=% - '{ )=’

Parece claro que la definicidon de funcidn derivada no es una herramienta eficaz para el calculo de la misma.
En su lugar, usaremos unas reglas para derivar sumas, productos, cocientes o composiciones de funciones
que, unidas a las derivadas de las funciones elementales, nos van a permitir el calculo de cualquier funcién
derivada, de una forma mas sencilla.

Proposicion:

Sila funcion f (X) es derivable en el punto X, f (X) es continua en el punto X,.

F(x)= f (%) _im[T(x)= 7 ()]

Si f(x) es derivable enx ;x= eX|sté(fo)7clery1 o = im (= %) ycomoltrg( x X)=0, para qe
X=%
f'(x,) exista tiene que dem[ (f)x (f H=0 = llqnxl[ () (fo)ﬂ:LLn;: (f)-)(lxm (f,)% lim ()= (§)x

entonces liny: {  {X=0 = liny: ()= €5 ylafuncion(f)x escontinuaeny x

Proposicion:
La funcién f (X) es derivable en el punto X;, siy so6lo si, su funcién derivada, f'(X) , es continua en el

punto X;.

Asi, tenemos que, f(X) es derivable en el punto X, = f'(X)=lim f'(X). Esta conclusién nos
X=%

resultard muy util.
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