ACOTACION, LIMITES Y CONTINUIDAD DE FUNCIONES.

Acotacion de funciones:

Definicion:
Sea f una funcién definida en un conjunto A.

—Se dice que f estd acotada superiormente en A cuando existe un nidmero Stal que f (X) <s, OxOA.

Esto equivale a decir que el conjunto imagen de f, como conjunto numérico, estd acotado

superiormente y que Ses una cota superior. A la menor de las cotas superiores se la llama supremo de f

y se denota por sup( f ) .

—Se dice que f estd acotada inferiormente en A cuando existe un nimero | tal que i < f (X) , OxO A.

Esto equivale a decir que el conjunto imagen de f, como conjunto numérico, estéd acotado inferiormente

y que | es una cota inferior. A la mayor de las cotas inferiores se la llama infimo de f y se denota por
inf (f).
—Entonces, f estd acotada en A cuando existe un nimero Stal que ‘f (X)‘ < s, [x[ A. Esto equivale a

decir que f estd acotada superior e inferiormente.

—Si existe un X, LJ A tal que f(XO) = SUF( f), entonces decimos que la funcién tiene un maximo

absoluto en el punto (XO, f ()%)) :

—Si existe un X, [J A tal que f (Xl) = Inf ( f), entonces decimos que la funcién tiene un minimo absoluto

en el punto (Xl, f (Xl))
Ejemplos:
- La funcién f( >§:1—)é)+2 no esta acotada Veamoslo

Supongamos que tomamos un nimerdRs tan grande como quegarndsia Ber s una cota superior de(f)’x
para ello, se debe cumplir que(f)g ,8 [R. Perosk¥0 s entonces) 1:51%8+2: +23% , doogue no

existen cotas superiores para( f) x Bn

Del mismo modp si tomamos un nimeroR tan pequefio como quergfadria ser i una cota inferior de (fx)’>

para ello se debe cumplir que(f)® , I O@R. Perosi20 -30  entonces )fzal(%+2: -14i,con lo que

no existen cotas inferiores para(f) x &

Con esto demostramos que la funcié(u ) X no esti acotadd en
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- La funcién f( >§: X+4 %1 esta acotada inferiormente pero no super@ite Veamosto

Supongamos que tomamos un nimerdRs > 0s tan grande como quegdadda ser s una cota superior de(f)?<
para ello, se debe cumplir que(f)x ,8 DR. Besi x=s entonces (f )x ?$4 +4> , s con lo que no existen cotas
superiores para { k efR.

Del mismo modo si tomamos un numeEdJ(i—oo,—B] , ¢ podria sena cota inferior de ( )(? Para ello se debe cumpl
que f(X= i, 0 XJR. Asi es 34 x1>-30 KR porque’ ¥4x+4=(x+2)°>0, con lo que todos losd(~e0,-3] st
cotas inferiores de ( k eR, Iff J=-3 ycomo(f2)=-3, (f)x tiene un minimo alisatn x=-2.

Y= dx+ 1

2

- La funcién f( = X

1 esta acotada inferiormente y superiormentanvssia
X"+

Supongamos que tomamos un nimefjis+ o), comprobemos que s esausapeior de f X.

x* -1 . 5
<1 para cualquiatov real de x porque es una fraccion cuy
X +1

denominador es mayor que el numerador con lo que cualqui¢t s ) s une cota superior de (f )x €R.

Para ello se debe cumplir que(f)x , 8 DOR.

2_
Ademas Sup =1, sin embargd f) x no tiene maximo poré(gg—iil 0 ORx
X

Del mismo modp si tomamos udimero id(~e,~1], i sera una cota inferior de (f )x
2 _ _
Para ello se debe cumplir que(f)x , D OKR. %2—1 0 DR porqu?(z%z—l e 2303-24 o 2230
X

con lo que todos losli(~«,~1] son cotas inferiores dé J x Fen
Ademas In{ §=-1 ycomo (0)=-1, (f )x twe un minimo absoluto en=Q.
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Decimos que una funcién f(X) tiene inversa, que denotamos por f_l(X), cuando se cumple que

(fo f'l)(x)z(f'lo f)(x)z x, OxO Don{ 1).

Las funciones continuas que tienen inversa son las inyectivas, es decir, funciones que cumplen que dos
puntos de su dominio no tienen imagenes iguales, o dicho de otra forma:

f(x) esinyectiva= O x 3 Dofn i (f. k2 (f,.k vy si(f.)e (f.x= ,x,.
Algunas veces, necesitamos restringir el dominio de una funcién para asignarle una funcién inversa.

Por ejemplo, esto ocurre con la funcién f (X) = X2, su inversa sera f_l(X) = \/7( siempre que el dominio
de f (X) se limite, Dom( f) =[0,+00).

De igual forma le ocurre a la funcién f (X) = tg( X) , para que tenga inversa debemos limitar su dominio al

intervalo Dom( f) 2(—7{ , gj

~3m -ami2 =am -3miz - -mi2 mi2 m ami2 m Swiz am 7w
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~ La funcién f( ¥ = arctd ¥ esta acotada inferiormente y superiemte Veamoslip

Tomamos S%T’ comprobemos que s es una cota superior(dg f x Paraeltiebe cumplir que (f )< , &8 DR.

La funcion f( X = arctd X esinversa de la funciéf g x (t§ x
tenenos las funciones ¥ arcfg)x = fg)y = T ardlgx O (9 x

Como tg ) - + cuando y- 7—27 , entonces arftg xg cuando oo, edr dactg (x) no llega a tomar el
T . T [ .
valorz porque tg § no existe cuando—wg. Cualqu@[s;ﬂoj es una superior de { X eR.

Ademas Sup )f:I—ZT sin embargq( f) x no tiene maximo absoluto porqatg(a) ¢g O xOR.

Del mismo modo si tomamos:i—l—zT, i serd una cota inferior c(e)f. X
, T T . .
Ademas In{ §= - ¥ como arc(g ) % 5 (f)x no tiene minimo absoluto

Entones la funcion f ¥= arct§ k esta acotada Bn

Limite de una funcién:

Vamos a intentar combinar la idea intuitiva de limite con su definicién formal.

La idea de limite de una funcién en un punto, si existe, es el nimero al que se aproximan los valores de esa
funcién (las imagenes y) cuando su variable (x) toma valores muy préoximos a dicho punto. Puede ocurrir
que tal numero (el limite) no exista y, sin embargo, los valores que toma la funcién aumenten, en valor
absoluto, indefinidamente, es decir, se acercan hacia un infinito positivo o negativo. En ese caso, se dice
que el limite es infinito.

Recordamos el concepto de entorno de un punto:
Dado un punto X,, definimos el entorno abierto de centro X, y radio r >0, al intervalo (XO -r, Xt I’) y

lo denotamos por E, (XO) o B (XO) Este tipo de intervalos también se suele definir utilizando valor

absoluto, (X0 -r, X+ I’) = |X— )%| <1, esto se entenderia como el conjunto de todos los nimeros X[1IR

tales que su distancia al punto X, es menorque .
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Vamos a definir los limites laterales de una funcién en un punto:
Definicidn:
Sea una funcién f (X) definida en el intervalo (X0 -r, XO), con r >0, decimos que el limite de f (X),

cuando X se aproxima a X, por la izquierda (con valores un poco menores que X;), es L,y lo escribimos

como lim f (X) = L, cuando fijado cualquier entorno de L con radio & , (L—E, L+£), por pequefio
X%

que sea, existe un intervalo (XO—J, )%), tal que, si XD(XO—é_, ){)), entonces su imagen

f (X)D(L—é’, L+€). El nimero L se llama limite lateral por la izquierda de la funcién f (X) en el

punto. La definicién formal seria:

limf(x)=L « Oe0OR £>0, D6OR >0/ x0(x% -0, %)= f(X0(L-¢, L+¢)

X= %

¢ ()

En esta gréfica vemos que ||m f (X) =1 porque para cualquier entorno, tan pequeﬁo como queramos, del
X2

punto 1, existe un intervalo (2—5, 2), que podra ser muy pequefio, tal que, las imagenes de todos los

puntos XD(Z—J, 2), pertenecen al entorno (1—8, 1+ 8).

Del mismo modo podriamos definir los limites lim f (X) =40y [im f (X) =—c0.
X% X= %

lim f (X) =400 < para cualquier M R, M >0, tan grande como queramos, existe un [1d >0, que

X=X

serd tan pequefio como necesitemos, tal que si XD(XO -0, ){)), suimagen f (X) D( M ,+00) .
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lim f (X) =-00 < para cualquier M R, M >0, tan grande como queramos, existe un [1d >0, que

X= %

sera tan pequefio como necesitemos, tal que si XD()% -0, ){)), suimagen f (X) D(—OO,— M )

Definicidn:
Sea una funcién f (X) definida en el intervalo (XO y Xt r), con r >0, decimos que el limite de f (X),

cuando X se aproxima a X, por la derecha (con valores un poco mayores que X,), es L,y lo escribimos

como lim f (X) = L, cuando fijado cualquier entorno de L con radio & , (L—E, L+£), por pequefio
X%

que sea, existe un intervalo (XO, )%+5), tal que, si XD()%, ){)+5), entonces su imagen

f(X)D(L—E, L+£). El numero L se llama limite lateral por la derecha de la funcién f(X) en el

punto. La definicién formal seria:

limf(x)=L = OeOR £>0, DOOR 0>0/ xO(%, %+9) = f(NO(L-e, L+e&)
X=%

=
:
o
gy
T
K

En esta grafica vemos que lim f (X) =1 porque para cualquier entorno, tan pequefio como queramos, del
X2

punto 1, existe un intervalo (2 , 2+ 5) , que podrd ser muy pequefio, tal que, las imagenes de todos los

puntos XD(Z , 2+5), pertenecen al entorno (1—8, 1+ E).

De igual forma definimos los limites lim f (X) =+4co0 y |lim f (X) =—00 .

+

X=X X %

lim f (X) =400 = para cualquier M OR, M >0, tan grande como queramos, existe un [10 >0, que
X%

serd tan pequefio como necesitemos, tal que si XD(XO v % +5) ,suimagen f (X) D(M ,+°0) .

lim f (X) =—00 = para cualquier M R, M >0, tan grande como queramos, existe un [10 >0, que
X%

serd tan pequefio como necesitemos, tal que si XD(XO . % +5) ,suimagen f (X) O (—00,— M )
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Definicidn:
Sea una funcién f (X) definida en un entorno del punto X,, (XO—I’ , x0+r), no es necesario que

f (Xo) exista, decimos que el limite de f (X), cuando X se aproxima a X,, es L,y lo escribimos como

lim f (X) = L, si existen los dos limites laterales y ambos valen L .
X=X

lim f (X) =L < Ilim f(X) =lim f(X) = L. También podriamos escribirlo:
X=% X% X- %

limf(x)=L « OeOR £>0, DOOR >0/ xO(%-0, %+J) = f(R0(L-¢&, L+e)

X=X

- 2 -
(2-8 | 2+8)

En la grafica vemos que Iirr21 f (X) =1 porque para cualquier entorno, tan pequefio como queramos, del
X

punto 1, existe un intervalo (2—5, 2+ 5), que podrd ser muy pequefio, tal que, las imagenes de todos

los puntos XD(Z—J, 2+ 5) , pertenecen al entorno (1—&‘, 1+ E).

En estas definiciones, no es necesario que f(XO) exista porque el limite nos da una idea del

comportamiento de la funcion en los valores proximos al punto X,, y, por lo tanto, puede no estar definida

en ese punto XO

Lo importante de estas definiciones es la precision que conllevan, aunque tienen un cardacter tedrico y, por
tanto, no se utilizaran en el calculo de limites. Para ese calculo, usaremos las estrategias aprendidas en el
curso anterior y la regla de L'"Hé6pital, una herramienta muy potente que veremos en el préximo tema.

Propiedades de los limites:

Sea una funcién f (X) definida en un entorno del punto X;, (X0 =, X%+ I’), tal que lim f (x) =L.
X=%

Entonces se verifican las siguientes propiedades:

1.- El nimero L es Unico, es decir, no existe otro numero L' (L' Z L) talque lim f (X) =L".
X%

Para probarlo, vamos a suponer que el limite, en caso de existir, no es Unico. Entonces se verificara:
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limf(x)=L « OeOR £>0, DOOR >0/ xO(% -0, %+J) = f(R0(L-¢&, L+e)

X=X

Y también:

limf(x)=L < OeOR £>0, B0OR 0>0/ xO(%-9, %+9d) = f(NO(L-¢, L+g)
X=X
L-L]

Como esto debe cumplirse para todo £ >0, si tomamos como & =

, la mitad de la distancia entre

L y L', que no es cero porque son distintos, entonces, los intervalos (L—E, L+£) y (L' -&, L' +£)

son disjuntos, no tienen ninglin punto en comun. Con esto, llegamos a una contradiccién ya que

f(X)D(L—é’, L+£) y f(X)D(L’—é‘, L'+£), y los puntos XD()%—O_, ){)+5) tendrian dos
imagenes, cosa que no puede ser porque f (X) es una funcién. Entonces, la funcién no puede tener dos

limites distintos en un mismo punto.

2.-Si L # 0, existe un entorno del punto X, donde los valores de la funcién tienen el mismo signo que L.

Supongamos que L >0 (para L <0 lo demostrariamos igual), como la definicién de limite debe cumplirse

. L
para todo £ >0, si tomamos como & = > tenemos que L—£>0.

como OxO(% -0, %+0) = f(XO(L-¢&, L+g) = 0< L-e< f(X< L+e y f(X) tiene

el mismo signo que L para todos los XD(){rJ -0, %+ 5) .
3.- La funcion f (X) estd acotada en un entorno del punto X, .

Como existe el limite, se cumple la definicion y OXxO(x,=d, %+0) = f(XO(L-¢, L+¢),
entonces L—&< f (X)< L+& para todos los puntos del entorno del punto X, y la funcién estara

acotada en ese entorno porque L +& es una cota superiory L —& una cota inferior.

Propiedades operativas de los limites:

Sean las funciones f (X) y g(x), definidas en un entorno del punto X,, (XO -r, %+ r), y tales que

lim f (X) =Ly lim g(x) = M . Entonces se verifican las siguientes propiedades:
X % X %
1- llrg[f (x)+g(¥)]=L+M

2.- llrg[f (x)@(x)]= LOm

3.- Iim{w}:L , siempre que M #0
X% g(x) M
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Concepto de funcién continua en un punto:

Dada una funcién y = f (X) , tenemos la idea de que es continua cuando podemos dibujar su grafica de un

solo trazo, por tanto, podemos pensar que es continua en un punto X=X, cuando su grafica no se rompe

al pasar por el punto (XO, f ()%)) .

| Funcién continua en el punto
1 g X=2

Funcién discontinua en el
punto X =2

Nos apoyaremos en el concepto de limite para formalizar la idea de funcién continua en un punto.
Definicidn:
Sea y=f (X) una funcién definida en un entorno de un punto X = X,. Decimos que f (X) es continua en

el punto X, cuando lim f (X) = f()q)).
X=%

Esta condiciéon implica que [im f (X) =lim f(x) = f(){)), es decir, los limites laterales existen, son
X= % X %

iguales y coinciden con el valor de la funcién en el punto.

Teniendo en cuenta la definicién de limite, vemos que:

l[rgf(x):f(%) - 0e>0,06>0/ x0(x-5, x+3) = f(A0( f( ¥)-¢&, f{ ¥)+e)
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Significa que existen entornos del punto X, en los que las imagenes de todos sus puntos estan tan

préximas a f (XO) como queramos.

Cuando no se cumple la igualdad lim f (X) =f (XO) , decimos que la funcién f (X) es discontinua en el
X= %
punto X, .

Los tipos de discontinuidad que podemos encontrarnos son:

1.- Evitables: lim f (X) =L es un nimero real, pero f (XO) no existe o no es igual al limite. En ese caso
X=X

podemos redefinir f (XO) =L conlo que haremos a f (X) continuaen X,.

2.- De tipo finito: Los limites laterales son nimeros reales, pero lim f (X) # lim f(X). En este caso
X=X X= %

)I(IjQ f (X) no existe.

3.- De tipo infinito: Alguno de los limites laterales tiende a un infinito.

4.- Esenciales: Alguno de los limites laterales no existe, es decir, no se acerca a nada en concreto.

Discontinuidad evitable en X =2

Dom( f) =(-e0, 2)U(2, + )

) >|<LT f(x)=4
ii fip () =4

et 2ot -3t 484
-7 r—2

s \ Discontinuidad de tipo finitoen X=2.

: lim f (x) =3

X2

B 7 & & in 3 2 E 1 2 3 3 5 3 7 8 | | m f ( X) = —1
-1 \/ x- 2"
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' Discontinuidad de tipo infinito en X=2.

;; im (3=
| im ()=

Discontinuidad esencialen X =2

lim f (x)=1

X2

lim f (X) =no exist¢ porque cuando X se

x-2F

aproxima a 2 por la derecha (X - 2+),

f (X) toma todos los valores entre =1y 1

infinitas veces, entonces lim f (X) no se
x- 2"

aproxima a nada en concreto.

Definicion:
Sea Y= f(X) una funcién definida en un intervalo (XO -r, XO]. Decimos que f (X) es continua por la

izquierda en el punto X, cuando lim f (x)= f(x)).
X=%

De igual modo, si Y= f(X) es una funcion definida en un intervalo [XO, X+ r). Decimos que f (X) es
continua por la derecha en el punto X, cuando lim f (x)=f(x,).
X=X
Definicion:
Una funcién y = f (X) es continua en un intervalo abierto (a, b) cuando f (X) es continua en todos los

puntos xOD(a, b).

Una funcién y = f (X) es continua en un intervalo cerrado [a, b] cuando f (X) es continua en todos los

puntos X, D(a, b) y, ademas, f (X) por la derecha en el punto a y continua por la izquierda en el punto
b. Es decir, ltrg f(x)=f(x) Ox%O0(a b, lim (x)=f(a)y lim f (x)=f(b).
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Propiedades de las funciones continuas:

Sea f (X) una funcién continua en el punto X,. Entonces se verifican las siguientes propiedades:

1.-Si f (Xo) # 0, existe un entorno del punto X, donde los valores de la funcién tienen el mismo signo que

f(%).

2.- La funcion f (X) esta acotada en un entorno del punto X; .

Estas propiedades son consecuencia directa de las propiedades de los limites.

Propiedades operativas de las funciones continuas:

1.- Sean las funciones f (X) y g(x) , continuas en el punto X,. Entonces también son continuas en X, las

funciones f (x) + g( X), f (X) [g( X) y M (esta ultima, siempre que g()g) #0).

9(x)
2-Si f (X) es continua en el punto X, y g(x) es continua en el punto Yy, = f (xo) , entonces la funcion

(go f)(X) = g( f( X)) es continua en el punto X,.

Todo esto nos lleva a los teoremas fundamentales de continuidad. Con los Teoremas de Bolzano, Darboux y
del maximo de Weierstrass, es suficiente para cumplir con los objetivos de este curso.

jlmat.es Acotacion, limites y continuidad de funciones. Pag. 12



