Matematicas 11 Curso 2013/14

O_pC ion A (32 evaluacion)

Ejercicio 1. | (Puntuacién méaxima: 3 puntos)

Estudia las caracteristicas de la funcion y = —x [Inx ; con los datos obtenidos representa su grafica.

Soluciédn:
f(x) =—xnx
Dom f = (O,+ 00)

f (x) es continua y derivable en (0,+ 00) por ser producto de funciones continuas y derivables.

>=q porque 00 Dom f

Cortes(con ejeOX)I f(x)ZO = ~xlnx=0 = {1nx:0 = x=1 = (1,0)

Asintotas :
lirP f(x) = lirp (—x Ellnx) =—00
_1L
lim £ (x) = lim (~x Onx) = lim BLLE: 2 (L' Hépital) lim —%— = lim -~ = lim (x) =0
x-0" x-0" x-0" l p x-0" _i x-0" X x-0"
X x2
lim LG lim (~Inx) = oo
X — +0o X X — +0o
f (x) no tiene asintotas.
f'(x):—lnx—xEll— = f'(x)=-1-Inx ; f"(x):—l
X X

f'(x)=0 = -1-lnx=0 = hx=-1 = x=e¢' = x=l
e

f"(lJ =—e<0 = enx =1 , f(x) tiene un mdximo; f(lj = —l[q—l) =1 = (l , lj madximo local.
e e e

e e e e

1 : ; .
f "(x) =—Z%0 = f (x) no presenta puntos de inflexion = no hay cambios de curvatura.
X

f'(x)>0 = —-1-Inx>0 = hx<-1 = x<l ; f(x)escrecienteen(o,lj yesdecrecienteen[lﬁoo

e e e

)
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Ejercicio 2.  (Puntuacién maxima: 2 puntos)

L, X . L,
Hallar la ecuacidn de la recta tangente ala curva y = 1— en su punto de inflexién.
nx

Solucion:

y =2 = K funcion esta definida en (O + 00)

Inx
1nx—xEL Inx—
. X , _Inx—1
y=—"—x = V= p
(lnx) (lnx)
1
"_;[ﬂlnx) —(Inx-1)[{2Inx) B};_ lnx —(Inx-1)2Inx) . 2-Inx
Y 4 - 4 = ¥y = 3
(1nx) (1nx) (1nx)
. e " _ 2-Inx _ _ _ 2 2\ ¢ _ez
puntos de inflexion : f (x)—O — 2-Inx=0 = Inx=2 = x=e ; f(e)— > =—
(lnx) Ine~ 2
eZ
punto de tangencia : [ez , —j
? :>rEy—y0=m(x—xO):> rEy—e—2 l(x e):> rEy=x+e
. o _Inef-1_ 1 ® ® 2 4 1 4
pendiente: m= f (e )— > =—
(lnez) 4
Ejercicio 3. (Puntuacién maxima: 2 puntos)
Calcula:
x? 1 3
. e - X
a) lim—$—— b) [5——dx
x-0cosx —1 x +4x-5
Solucidn:
a) lim - (indeterminacio’n 0 , aplicamos la regla del L' Hopital =, dos vecesj
x=0 cosx —1 0
x? x? + 2 x? + x? _
lim =< -1 2 lim 2x L& élimze 4x° [ :2|:I 0:_2 — lim-C 1 -
x~0cosx—1 x-0 —senx ¥=0 —cos x -1 x=0cosx—1
x}
b) Iﬁdx (como el grado del numerador es mayor que el del denominador tenemos que dividir)
X X =
3 2 -
X IM e _ 21x =20 .
—x3 —4x* +5x x—4 = m—x— +m entonces tenemos :
—4x* +5x
2 _ 3 —
4x* +16x-20 J- i X dx:J[x—4+ flx 20 )d dex 4J-d +J- 21x-20 dr
21x =20 x +4x-5 x +4x-5 x*+4x-5
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21x-20

Ahora tenemos que hacer la integral dex , para ello separamos en fracciones simples :

x> +4x - 5—( 1)(x+5)

20x-20 _ 4 , B _A(x+5)+B(x-1) _(4+B)x+(54-B) A+B=21 4=5

xX*+4x-5 x-1 x+5 (x=1)(x+5) (x=1)(x+5) 54-B=-20 B:%
_ 12

IMd =I[£ + /} j dx +g ! dx , entonces queda:

x +4x-5 -1 x+5 x-1 6 °x+5
3

_[xidx dex 4Idx+ I—d 125 ——dx ———4x+ ln|x 1|+iln|x+5|+C

X +4x-5 6 I x+5 2 6

Ejercicio 4.  (Puntuacién maxima: 3 puntos)

Obtén la funcién f(x), cuya derivada es f'(x) = (x —1) [¢" y de manera que tiene un extremo relativo en

un punto del eje de abscisas. Razona si dicho punto es maximo o minimo.

Solucién:
Como f(x) tiene un extremo relativo = f'(x) =0 = (x —1) "=0 = x=1

entonces, el extremo relativo estd en x =1 y como nos dice que se encuentra en el eje de abscisas, serd el punto (1,0)

Veamos si es un mdximo o un minimo, f"(x) = +(x—1) L = f"(x) =x" ; f"(l) =e>0

por tanto, en el punto (1,0) la funcion f (x) presenta un minimo relativo.

Buscamos ahora f(x) sabiendo que el punto (1,0) pertenece a f(x), esdecir, f(1)=0

j f(x j x—1)[&"dx ; esta integral debemos hacerla por partes : j uldv=uly- j v [lu
I()C%L)%:(x—l)@x—Iexdx:(x—l)@x—e”+C:(x—2)@”+C
u=(x-1) = du=d(x-1)=dx
{d\/:exdx = v=Je”dx=ex
entonces f(x)=(x—-2)&" +C, perocomo f(1)=0 = (1-2)&+C=0 = —e+C=0 = C=e¢
f(x)=(x-2)2 +e

[
|
T ) l
N | |
|/
/
O
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O_pCién ‘B (32 evaluacion)

Ejercicio 1. | (Puntuacidn méaxima: 2 puntos)

. . , ™ . . 2 . .
Se desea construir un depésito de latén con forma de cilindro de area total igual a 54 m~ . Determinar el radio
de la base y la altura del cilindro para que el volumen sea maximo, y calcular dicho volumen.

Solucion:

Desarrollamos el cilindro

v il

El volumen del cilindro es V =@ [h , en nuestro casoV = 1x’y

54-27x’ 27 - iy’

como el darea total del cilindro es 54m*> = 27mx’ +27mxy =54 = y S A LN v =2 o
27Tx TTx

7 -y’

= V(x) =27x - 7mx’
TTx

.y - 2
entonces tenemos que el volumen es una funcion de x, V(x) =TI

ahora buscamos el maximo de la funcion V(x):

3

¥ =

V'(x)=27-3m’ ; V'(x)=0 = 27-3m’=0 = xZZ% = */773

r=——

NG
3 187 9 18 6
V'(x)=-6mx = V"|—=|=——=<0 = para x =——= el volumen es mdaximo , y =——=—=
) [ﬁr] Jr P T AR

radio x:im.

dimensiones :

3 3 27
=  volumen V| — |=2THF=-WE—F—=
(\/77] Jr

altura y = m.

SEE
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Ejercicio 2. (Puntuacién maxima: 3 puntos)

» 2x* +ax+b si x<1
Sea la funcién f(x) = _ .
Inx—1 si x>1
Encuentra los valores de a y b para que la funcién f(x) cumpla las condiciones del teorema del valor
medio en el intervalo [—l,ez} . Para los valores obtenidos de los parametros, halla el punto o puntos

garantizados por el teorema.

Solucion:

Para que f (x) cumpla las condiciones del teorema del valor medio (de Lagrange) en el intervalo [—l,ez],

f(x) debe ser continua en [—1,e2] y derivable en (—l,ez).

- f(x) serd continua en [—1,62] cuando lo sea en el punto x =1, puesto que y =2x> +ax +b es continua en R
por ser polinomica, con lo que f(x) es continua en (—00,1), e y=Inx—1 es continua en (O,+ 00), con lo que f(x)

también es continua en (1,+ 00).
1im(2x2+ax+b)=2+a+b
f(x) serda continua en x =1 < limf(x) :f(l) ; limf(x) = ; f(l) =2+a+b
-l Xl lim (Inx—1) =-1

xo1*

entonces, para que f(x) sea continua en [—l,ez:' , debe cumplirse 2+a+b=-1
—. Por la misma razon que para el caso de la continuidad, f (x) serd derivable en (—l,ez) cuando lo sea en x =1

f(x) es derivable en x=1 = ' (1) =f. (1)

+

4x+a si x<l f_'(l):}{r{;f'(x):l{rg(4x+a)=4+a

f(x)=1 1 = 1 = 4ra=l
—  x>1 ! =i ! =lim|—=|=
. F20) =t ()= tim 4] =1

o . 2+a+b=-1 b=0
f (x) cumplira las condiciones del teorema de Lagrange < A+ { =
a =

4x-3 si x<1

2x* -3 | x<1
f (x) = {hlxx _1x ;lz ;c>1 , f’( x) =11 ool ; busquemos ahora el valor o valores garantizados por
X

(E)=7r(=1) _1-5 _ -4

el teorema : debe existir cl](—l,ez) , f (c) =

ez—(—l) F+1 &+l
-4 -1 3 . -1 3 -1 .3 )
4x-3=—— = 4x= +3 = x= += es vdlido porque ———+=<1 ——+=0(-1,e
2+ 2+l 2+l 4 porgue 3 <l v gty ilhe)
1.+ = x——ez+1 no es valido por uef'(x)—l six>1 —ez+1<0
x e+l 4 pord X Y 4
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i ; 1 3¢’ -1
Esto quiere decir que la recta tangente a f (x) en el punto x =—-— = es paralela a la recta secante

4 E+1 4t +4
que pasa por los puntos (—l,f(—l)) y (ez,f(ez)).

Ejercicio 3. (Puntuacién maxima: 2 puntos)

Calcula las siguientes integrales:

3
a) jxxl1+4x2 dx b) jﬂdx

senzx

Solucion:

a) Ix A1+ 4x* dx , esta integral es del tipo J.I:f(x)]n Ef'(x) [f ] +C

n+l

2
J-xma’x:%j(1+4x ZBde__E(1+4x (1+4x) (1+4x)+c

12
2

cos senx =t
b) I—dx esta integral es del mismo tipo que la anterior. Podemos usar el cambio
sen"x (sen x) =cosxdx =dt

—J.(tlz—ljdt=jt_2dt—jdt=t_—_;—t=—%—t:—

2 2

3 2 2
cos’x cos“x 1—sen“x .
J 5 dx:_[ B:osxdx=j—ﬂ:osxdxﬂﬂ"ﬂ—»
sen‘x senx sen-x

; 1+ 1+ sen’x cos’x 1+ sen’x
O @ername. - =- =N j—dx =——2T24C
t sen x sen-x senx
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Ejercicio 4. (Puntuacién maxima: 3 puntos)

Dada la funcién f(x) = ln(x2 + 1)
a. Encontrar sus puntos singulares (maximos, minimos y puntos de inflexidn), y calcular el valor de

lim [ x = f(x)].

X - +oo

b. Hallar la primitiva de la funcion f(x) = ln(x2 + 1) cuya grafica pasa por el punto (O , 2) .

Solucion:

f(x)ZIn(x2+1) = f'(x)zz—xﬂg veamos cuando f'(x)=0 =

2
X

2x
X +1
en el punto x =0 f(x) tendra , posiblemente, un mdximo o un minimo local. Para determinarlo usamos f"(x).
2(x2+1)—2x|:2x 2-2x"
(x*+1) (1)

Como f(O) =0 = el minimo esta en el punto (0,0)

=0 = x=0

£ ()=

£(x)=

f"(0)=2>0 = enx=0 f(x) presenta un minimo local.

A2
0= 22 20 = 2-2¢=0 = {x
X

()

Para buscar los puntos de inflexion resolvemos la ecuacion f" (x)

Los puntos de inflexion de la curva estan en (1 , In 2) y (—1 , In 2)

lim [x =/ (x)]= lim [ x =1In(x* +1) | = (indeterminacion o =) = lim [ Ine" =In(x* +1) | = lim {m ¢ }:m{xlirg xfll }:

x“+1

X - +00 2x X - +00

= (indeterminacio’n Nl , aplicamos la regla de L' Ho”pitalj 2 ln[ lim — }é ln[ lim < } = ln(+°0) = +oo
(o)

Ahora tenemos que encontrar la primitiva de f(x) = ln(x2 + 1) que pasa por el punto (0,—2) , es decir, buscamos :

F(x) = Iln (x2 +1)dx , tal que cumpla F(O) =-2. La integral la resolveremos por partes.

J.ln(xz+1)%¢|:xEﬂn(x2+1)—J‘xEIsz—f_1:xEﬂn(x2+1)—2J.x2x—11:xEI]n(x2+1)—2U(1—x21+1)dx:|:
u:ln(x2+1) = a’u:xzildx ; _):2_1 );2+1 ~ 52 o

dv=dx = v=jdx:x -1
1
¥ +1
Entonces F(x)=x[]]n(x2+1)—2x+2arctgx+C yF(0)=—2 = 0-0+0+C=-2 = C=-2

=xDln(x2+l)—2Idx+2j dx=x[|]n(x2+l)—2x+2arctgx+C

F(x) :xElln(x2 +1)—2x+2arctgx—2
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1% evaluacion

Ejercicio 1.

Sean A, B y X tres matrices cuadradas del mismo orden que verifican la relacion ALX [B =1, siendo [
la matriz unidad. Se pide:

— Siel determinante de 4 esigual a =3 y el determinante de B esigual a 4, calcula, razonadamente, el
determinante de la matriz X .

2 3 1 -2
- SiAd= y B= , calcula, de forma razonada, la matriz X .
3 4 2 3

Ejercicio 2.

Discutir y resolver el siguiente sistema segun los valores del pardmetro & .

ky+(k+1)z=k
kx+z=k
x+hkz=k

Ejercicio 3.
Encuentra los valores de ¢ para que vectores de R*, e = (a,—a,l,l) , e = (—l,a, -1,- l) ,

e, = (—1,— l,a,O) , e, = (O,l,l,a) sean linealmente dependientes y determina una combinacion lineal de

ellos no nula.
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2% evaluacion

Ejercicio 1.
Hallar la ecuacidon de la recta s que pasa por el punto P(—Z,O,— 7) y corta a las rectas

x_y—2_z-1 x+2y+2=0
2y+z-5=0

Ejercicio 2.
Se consideran los puntos A(l,—2,3) y B(O,2,1) , se pide:
— Ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por A y por B.

— La ecuacién del plano 7T que esta a igual distanciade 4 yde B.
— Ladistancia al origen de la recta que obtenemos al cortar el plano 77, del apartado anterior, con el

plano 7 =2y -z =0.

Ejercicio 3.
Sea el tetraedro limitado por los planos 77 =x+y+z=3, L, =x—-z=0, 7, =y—-z=0, 1, =z=0.Se

pide:
— Obtener el drea de la cara situada sobre el plano 77,.

— Calcular la ecuacion de la altura sobre la cara que estd en el plano 77;.

— Hallar el volumen del tetraedro.
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