Calculo diferencial. Matematicas Il Mayo 2023

Instrucciones: Debes resolver cuatro ejercicios, a elegir entre los cinco propuestos.

Ejercicio 1. (Puntuacién maxima: 2,5 puntos)

(x*-1)-e® six<1
Dada la funcién f(x)= (1) o pide:
—x)-Inx  si x>

— (1,25 puntos) Estudia la continuidad y derivabilidad de f (X)

— (1,25 puntos) Encuentra los extremos relativos de f (X)

Solucion:

f (x) es continua y derivable en los intervalos (—oo, 1) y (1 ,+oo) por ser producto de funciones continuas y derivables.

lim f (x)=1lim(x* ~1)e** =0

x—1" x—1"

Veamos si f (x)es continua en x=1: f(1)=0 y Iin} f(x) = f(x)es continua en x=1
!Lnlw f (x):lgp(l—x)lnx:O
Por tanto f (x) es continua en todo R
(—2x2+2x+2)e’2x si x<1
f'(x)= 1 ; veamos si f (x) es derivable en x =1
—Inx+=-1 si x>1
X
! H ’ H 2 —2X 2
£(1)=lim £(x) = lim (-2x* + 2x+2)e ™ = 5
v v 1 AN f'(1)# f/(1) = f(x)no es derivable en x=1
f/(1)=lim f'(x)= Iim(—lnx+——1]:0
x—1" x—1" X
Buscamos ahora los extremos relativos de f (x)
e %0
X = 1-5
Six<l - f/(x)=0 = (-2x"+2x+2)e™ =0 T2

2x%42x42=0 > x’-x-1=0 =

Si x<1 — f"(x)=(4x2—8x—2)e’2x = f”(l_z\/g]>0 = en X_1—2\/§ f (x) tiene un minimo
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1-+5

= f(x) es creciente en [T , 1j

f'(x)>0 en el intervalo (% ,1J
2 . , .
= en x=1 f (x) tiene un maximo

Six>1—> f’(x):—lnx+1—1<0 Vxe(l,+o) = f(x)es decreciente en (1,+)
X

Ejercicio 2. (Puntuacién maxima: 2,5 puntos)

Con una plancha cuadrada de acero inoxidable de 4 m? se quiere construir un depdsito sin tapa con
forma de ortoedro y de la mayor capacidad posible. Para ello se recortaran cuatro cuadrados iguales
en las esquinas de la plancha y se plegaran los salientes de la figura resultante para soldar las aristas
verticales del depésito.

— (2 puntos) Halla la medida de los cuadrados que debemos recortar.

— (0,5 puntos) Indica los litros de capacidad que tendra el depdsito asi construido.

Solucion:

2-2x%

x —lado del cuadrado que recortamos en las esquinas.

El volumen del depésito depende del valor de x:
V=Ag-altira = V(x)=(2-2x)"x = V(x)=(4-8x+4)x = V(x)=4C -8 +4x

Buscamos el méaximo de la funcién volumen :

V'(x)=12x*-16x+4 ; V'(x)=0 = 3x*-4x+1=0 —
X =

Wl =

V"(x)=24x-16 — V”(%jz 24%—16 <0 = Six :% de metro el volumen del depésito es méaximo

3 2
v(3)-a(3) o (3) w4(5)-mm = v-s2eiios
3 3 3 3) 27
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Ejercicio 3. (Puntuacién maxima: 2,5 puntos)

Prueba que las curvas f (x)=(x—1)-e* y g(x)=2-x" se cortan exactamente en dos puntos y

localizalos aproximadamente.
Solucidn:

f(x) y g(x) se cortan en los puntos en los que f (x)=g(x) = f(x)-g(x)=0
Sea h(x)=f(x)-g(x) > h(x)=(x-1)e*+x*-2

Debemos probar que ambas curvas se cortan exactamente en dos puntos. Empezaremos por demostrar que no se cortan
en méas de dos puntos.

Para ello, supongamos que f (x) y g(x) se cortan en tres puntos x, <X, <X, = h(x,)=h(x,)=h(x,)=0

h(x) es continua y derivable en todo R = h(x) es continua en [x,, X,] ¥ [X,, X;]; h(x) es derivable en (x,, X,) y (X,, X;)

y h(x)=h(x,) y h(x,)=h(x;) = por el th. de Rolle, existen ¢, e (x,, X,) ¥ ¢, €(X,, X,) tales que h’(c,)=0y h'(c,)=
x=0

Pero h'(x)=¢" -1)-e*+2 h'(x)=x-e*+2 h'(x)=0 e +2x=0 (e*+2)=0

ero h'(x)=e"+(x-1)-e"+2x > h'(x)=x-e"+2x — h'(x) = Xx-e"+2x —>x(e+) %{eX+2¢O

Contradiccion porque h'(x) sélo tiene una raiz = f(x) y g(x) no se cortan en tres puntos.
Veamos que se cortan en dos puntos.

h(- ):——+2>O {h(O):—3<O
= por el th. de Bolzano,

h(x) es continua en los intervalos [-2, 0] y [0, 2] con y

( ):_3<0 h(Z):e2+2>0
existen x, (-2, 0) y x, €(0, 2) tales que h(x)=0y h(x,)=0 = f(x)=9(x) y f(x,)=9(x,) = las gréficas de las
funciones f (x) y g(x) se cortan en los puntos X, y X,.

Ajustando los intervalos con la calculadora obtenemos que x, (-1'6,-155) y x, €(1'15,12) = x =-16y x,=12

/1 2 3 4 5 5 7 8
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Ejercicio 4. (Puntuaciéon maxima: 2,5 puntos)

_ x*—2senx

Sea la funcion f (x)
X

— (0,75 puntos) Estudia la continuidad de f (x).

— (0,75 puntos) Prueba que la grafica de f (x) corta al eje OX en algun punto del intervalo
[-2,2].

— (1 punto) Determina las asintotas de f (x) si existen.
Solucidn:

2
X~ —2sen x . . . .
f (x) =——— es cociente de funciones continuas entodo R = f (x) es continua en todo R salvo donde se anule el

denominador. f (x) es continua en R —{0}

=-2 = f(x) presenta una discontinuidad evitable en x =0

2 _ L' Hopital _
f(O):ggR; ||mf(x):||mm = ||mw
0 x—0 x—0 X x—0 1

1-2senl
h(l)=——"-=<0
f (x) es continua en el intervalo [1, 2] con 1 = por el th. de Bolzano, existe x, (1, 2) tal que f(x)=0
4—2sen?2
h(2)= — 0

La gréfica de f(x) corta al eje OX en x, €(1, 2)=[-2, 2]

lim f (x)=-2 = f(x) no tiene asintotas verticales.

x—0

2 2
. X°=2senx . (X° 2senx . . 2senx . . .
lim————= |m[—— J=|ImX—|Im—=oo—O=oo = f(x) no tiene asintotas horizontales
X—0

X—0 X X X X—0 X—0 X

Veamos si tiene asintota oblicua y =mx+b

f(x =
mtim+ ) _ jim X fﬁnx:nm(l—zwnsznml—mnZw?le—ozl

X—00 X X—0 X X—00 X2 X—»00 X—0 X

= y=X es asintota oblicua

b=lim(f(x)-mx)=1lim

X—00 X—0

x® —2senx . x2—2senx—x* . 2senx a
————x|=Ilim =lim =—=0
X X—>0 X X—>0 X o0
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-20

Ejercicio 5. (Puntuaciéon maxima: 2,5 puntos)
Dada la funcién f (x)=x"*, se pide:
— (1 punto) Comportamiento de la funcién en las proximidades de x=0.

— (1 punto) Encuentra la ecuacion de la recta tangente a f (x) en el punto de abscisa X=¢€.

— (0,5 puntos) Justifica si existe algun punto en el que la recta tangente a f (X) sea paralela al
eje OX.
Solucidn:

f(x)=x"" — Domf =(0,+x)

Veamos como se comporta f (x) en las proximidades de x =0

lim x"™ :(indeterminacién O°°)

x—0"

. . . . 2 . w
limx™ =A = In A=In(I|m x'”*)z lim In(x'”x)z lim(Inx)’ =+0 = limx"™ =e" =+
x—0" x—0" x—0"

x—0" x—0"

La recta tangente en x =e tiene pendiente f’(e)

y=x" - Iny:In(x'”X) - Iny:(lnx)2 - y'_2nx - y’:ZInX- f’(x):zmx-x'”X

X X X
punto de tangencia: (e, f (e))=(e, e"*)=(e, e)

= r,=y-e=2(x-e) = r =y=2x-¢e
pendiente: m= f'(e) :%-e'”e =2 ¢ ¢

e
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2|nX-x"“:O = Inx=0 = x=1

Los puntos en los que la recta tangente es paralela al eje OX cumplen f’(x) =0 =

X

En el punto x =1 la recta tangente es paralela al eje OX
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