Geometria analitica del espacio. Matematicas 11

Opcion A

Ejercicio 1.

(Puntuacion maxima: 2 puntos)

Marzo 2014

.7 . — — — Z
Calcula la ecuacién de una esfera que tiene su centroenlarecta r=x—-3=y = 5 , Y es tangente al plano

NT=2x—y+2z—4=0 enel punto P(l,2,2).

Solucion:

rEx—3:y:§ , P(1,2,2) , 7m=2x—y+2z-4=0

Calculamos la recta s perpendicular al plano 1Ty que pasa por P.
Vector normal al plano, ij = (2, -1 ,2)
Punto P(1,2,2)

= §E=
=5

x—1:y—2:z—2

-1

El centro C de la esfera sera el punto de corte entre r y s

rEx—3=y:§ = r=

x-1_y=-2_z-2

s
2

x—y=3

rMs=

x—z=-1

Entonces Rang A=4> Rang A = Sistema incompatible = r y s no se cortan y el problema no tiene solucion.

Nota

Si la recta r hubiera tenido por ecuacion r=x-3=

rNs=

Entonces Rang A=3=Rang A = Sistema compatible determinado. C =

2y-z=0
x+2y=5

x—3:y _{x_y:3
27 "Tlay-z=0
= — -z =

y 5 y

x—1:y—2

= 2 -1 - g=
x—1:2—2
2 2

1 -1 0 3 1

- 0 2 -1 0 0

|A|: =
1 2 0 5 0
1 0 -1 -lg=p-r |0

Fi=Fy~F

S D O =

F=F,-F,

2

y-2_:z
=l 3
_(x+y=5

= r=
3x-z=9
5 1 1 O
9 2o o
5 12 o0
1 1 0 -1

0 2|=-2+4-12%0

_|x*2y=5

S x-z=-1

1 5 1 1 0

0 10/=0 y Rang A=3 puesto que |3 0 -1/%0
2 5 1 2 0
x+y=5

3x-z=9 = C=(5,0,6)

x+2y=5

Ahora el radio de la esfera serd |R’| s P_C.:(4,—2,4) = R :|P_C.| =J16+4+16 =6

v la ecuacion de la esfera es S = (x —5)2 + 37 +(z—6)2 =36
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Ejercicio 2.  (Puntuacién maxima: 3 puntos)

Dados los puntos A(l,—l, 1) . B(l, 2, 2) , C(Z, 1, 1), se pide:

— Encuentra la ecuacidn del plano 7T que contiene a 4, B,y C.
— Calcula el drea del triangulo que forman las intersecciones de 77 con los ejes de coordenadas.
— Halla las coordenadas del punto P que equidista de los puntos 4, By C y es coplanario con ellos.

Solucion:

A(1,-1,1), B(1,2,2), C(2.1,1)

Para encontrar la ecuacion del plano que determinan A,B y C necesitamos un punto y dos vectores con direcciones diferentes :

punto A(l,—l,l) x=1 y+1 z-1
=4 vector AB =(0,3,1) = m=|0 3 1[=0 = #m=-2x+y-3z+6=0
vector AC = (1,2,0) 1 2 0
oY
Vamos a calcular los cortes del plano = -2x+y—3z+6=0 con los ejes coordenados : .
B “2x+y=3z+6=0 AT
Eje OXE{y__ = D=n1N0X {y=0 = D(3,0,0)
T =0 / D OX
o Dx+y-32+46=0
Eje OYE{ZZO = E=nmN0Y <x=0 = E(0,-6,0)
z=0 e -
£=0 —2x+y-3z+6=0 o%/
Eje OZE{yZO = F=n0Z {x=0 = F(0,0,2)
y=0
, 3 |DE ODF| {ﬁ:(—3,—6,o) I R
Area del triangulo DEF ="——— = {___ = DEUODF=|-3 -6 0|=-12¢ +6¢e,—18e,
DF =(-3,0,2) 3 0 2

Area =

J-12y +262+<—18)2 -

Para calcular P, punto que equidista de A,B,C tenemos mas de un camino :

podemos obtener P como el punto de corte de las mediatrices, contenidas en 1T, de los segmentos AB y AC.

— punto M, punto medio de Ay B = Ml(l,l,gj
m, (mediatriz de AB) = 22

vector vV perpendicular a AB y al vector normal al plano 11, 1] = (—2,1,—3)

e & &
V'ZE}Dﬁ: 0 3 1|=-10¢ -2¢,+6¢, = 17':(—10,—2,3) , 17:(5,1,—3) tiene la misma direccion.

-2 1 -3

sl L3

m‘Exs_lz s
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3
— punto M, , punto mediode Ay C = M(—,O,lj
m, (mediatriz de AC) = ’ 2

vector u perpendicular a AC y al vector normal al plano TT, 7} = (—2,1,— 3)

&6 & & x—é
== i i s _ - 2_y_z—-1
i=ACOf =1 0|=-6¢ +3¢,+5¢, = ii=(-6,3,5), m, = AR
-2 1 -3
Ahora P=m,(\m, ; para cortar las rectas podemos ponerlas en parametricas e igualar
3 1
3 1+5A==-6u SA+6u=—
=1+ =— -
¥=1+34 o 2 61 2 2 de las dos primeras
- 1 - 1 1 )
m, = y:E+/] , my=Ey=3U = E+/l =3u = /1—3,u:—5 = < ecuaciones obtenemos :
z=1+5u _ 1 _2
z:%—u %—3/1:1+5,u 3)l+5,u:% A= [7RIET

sustituimos el valor de A en m, o el valor de [t en m, y obtenemos las coordenadas de P.

Siu:i :>P§—6E-I2—,3E-I2—,1+5E-I2— = Pi,i,ﬁ :>P2,§,E
14 2 14 14 14 1414 14 147 7

Otro camino seria imponer a P que esté contenido en el plano 1T (poniendo 1T en paramétricas), calcular los vectores

R 4P| =[BP|

AP , BP y CP y resolver el sistema 5, .
4P| =|cP|

En cualquier caso el punto P serd el circuncentro del triangulo ABC.

Ejercicio 3. | (Puntuacidn méaxima: 2 puntos)

x—z=0
Hallar las coordenadas de un punto P que estd enlarecta 7; = { N , Y que determina con la recta
yrz=-
2x+z=-2 _ x=-2
r = un plano que contiene alarecta s =
x+y=0 y—z=0
Solucion:

Calculamos un plano TT que contiene ar, y a s:

2x+z=-2 ¥=A Q(0,0,—Z) es un punto de r,
E{x+y:0 = nEp=E = {ﬁ:(l —1—2)esunvectorconladireccio’nder xoyoa2
z=-2-24 » Hom=pt -1 2
_ x=-2 0 1 1
sE{;:;z = s=1y=A1 = ¥=(0,1,1) es un vector con la direccién de s MEx-y+z+2=0
z=A
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x-z=0
Ahora P sera el punto de interseccion entre la recta 1, = { N i yel plano m=Ex—-y+z+2=0
yrz=-
x-z=0
P={y+z=-1 = x=-1,y=0,z=-1 =P(-1,0,-1)
x—y+z=-2

— P es un punto de 1, porque es la interseccion de la recta y el plano.
—El plano que determina P con v, es TT.

—La recta s estd contenida en el plano TT.

Ejercicio 4. | (Puntuacién maxima: 3 puntos)

x=-2+3A
. _x—4 _
Se consideran las rectas r =T =y-4=z, s={y=3
z=1+A
— Determinar la posicidn relativa de las dos rectas.
— Calcular la distancia entre ambas rectas.
— Hallar la ecuacidn de la perpendicular comunarys.
Solucion:
=-2+3/
x—4 punto de r, A(4,4,0) x punto de s, B(—2,3,1)
r= =y- 4=z = ; S = =3
2 vector de r, 17:(2,1,1) 141 vector de s, \7:(3,0,1)
Z -—

como il y V no son proporcionales = r y s no son rectas paralelas.

Si el vector AB, determinado por los puntos AQOr y BOs, es combinacion lineal de i y v, las dos rectas son coplanarias y

se cortan en un punto. Pero si AB es linealmente independiente con ii y v, las rectas estin en distinto plano y se cruzan.

-6 -1 1
AB = (—6,—1,1) ;12 1 1|=-1020 = 4B, »y V son linealmente independientes = r y s estan en distinto plano.
3 01

Para calcular la distancia entre r y s, hallamos la ecuacion de un plano 1T que contenga a una de las dos rectas(p. e.a r) y

sea paralelo a la otm( s )

B

Py
ad
1
1
1
I
1
I

contiene al punto A(4,4,0) x—4 y-4 z
contiene a la recta r =
.

T= tiene la direccion del vector ui = (2,1,1) = mT=| 2 1 1/1=0

es paralelo a la recta s = tiene la direccion del vector v = (3,0,1) 3 0 1

MT=Ex+y-3z-8=0
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Ahora la distancia entre las dos rectas sera igual a la distancia entre un punto de BUs y el plano 1T

10-2)+13-30-8
d(s.r)=a(z,m) =12 - 10,

Jeare(ay N

Para calcular la perpendicular comun a las dos rectas vamos a construir

7T
contiene a la recta r g
dos planos, T, y TT,, de tal forma que: 7T = . Y
contiene al vector i v P
_ contiene a la recta s
"\ contiene al vector i OV
€ € &
Wulv=2 1 1|=¢+¢é,-3¢, = i DVZ(I,I,—3) ,
3 0 1
como vemos i UV =f] vector normal al plano TT calculado en el apartado anterior.
7T
A 4,4,0) x—-4 y-4 =z ’
7 =1ii =(2,1,1) = m=| 2 1 1|=0 = m=—4x+7y+z-12=0
i 0v =(1,1,-3) 1 -3
B(-2,3.1) x+2 y-3 z-1
7, =4v=(3,0,1) = m=| 3 0 1[=0 = m=-x+10y+3z-35=0
i 0v =(1,1,-3) 1 1 -3
. , . “4x+7y+z+12=0
Ahora la recta t, perpendicular comin a r y s, se obtiene como t =711 (\7, = =
-x+10y+3z-35=0
Opcion B
Ejercicio 1. | (Puntuacidn méaxima: 2 puntos)
y x=2y=0
Encontrar la ecuacién del plano que pasa por el punto P(l,O,—l) , es paraleloalarecta r = 0 y
z=
es perpendicular al plano 7=2x—-y+z+1=0.
Solucidn:
x=2A
. . . x=2y=0
El plano que nos piden, 11, al ser paralelo a la recta r, contiene al vector director de esta recta. r = 0 = r=qy=.,
z=
z=0

la direccion de la recta r viene determinada por el vector i = (2,1,0).

Como el plano 11 debe ser perpendicular al plano 11, el vector normal al plano TT estard contenido en 1=~ =
MTE2x—y+z+1=0 = 7= (2,—1,1) ;¥ como el plano 1 tiene que pasar por el punto P(I,O,— 1) ya tenemos los elementos

necesarios para calcular su ecuacion :

P(1,0,-1) x=1 y z+1
=i =(2,1,0) = m={2 1 0|=0 = 7m=x-2y-4z-5=0
,7:(2’_1,1) 2 -1
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Ejercicio 2.  (Puntuacién maxima: 3 puntos)

x+y-z+3=0 s=x+1=273-2
Ox+z-1=0 7 N2
— Hallar n para que r y s sean paralelas.

Para el valor de n obtenido en el apartado anterior, determinar la ecuacién del plano que contiene
ambas rectas.

— Para ese mismo valor de n, calcular la distancia entre las dos rectas.

Dadas las rectas r E{

Solucidn:
=A
x+y-z+3=0 * ( ,— )pum‘oder
r= = pasando a las ecuaciones paramétricas = r=y=-2+1 =
—2x+z-1=0 —1+2) :( )vectorder
z=

- 1,3,0) punto de s
s=x+1=2 32 = ( )p
n 2 :(1 n 2) vector de s
. . 1_1_2
Para que r y s sean paralelas, i y Vv deben ser proporcionales = I:_:E = n=1
n

El plano 1T que contiene a r y a s, estara determinado por un punto, AUr o BUs, y dos vectores con direcciones diferentes,

uno v y el otro AB.

A(0,-2,1)

x y+2 z-1
AB=(-1,5,-1) ; m=14B=(-1,5-)z=|-1 5 -1|=0 = 7m=llx+y-6z+8=0
v =(1,1,2) 1 1 2
E —
4 AB v ’
T = r

Para calcular la distancia entre r y s, hallamos la ecuacién de un plano 1 que contenga a una de las dos rectas (p. e.a r) y

sea perpendicular al plano TT, es decir, que contenga al vector fj = (1 1,1,—6), normal a 1T.

4(0,-2,1) x y+2 z-1
m=4v=(1,1,2) > =1 1 2 (=0 = m=-4x+14y-5z+33=0
/7:(11,1,—6) 11 1 -6
-4 1)+14 N
Ahora tenemosqued(r,s):d(B,ﬂ'):'( )l:ﬂ )+ B- 5[(D+33| = 23714

32

ey riea(s) VBT
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Ejercicio 3. | (Puntuacién méaxima: 3 puntos)

Sea el paralelepipedo de vértices ABCDA'B'C'D' del que conocemos las coordenadas de los vértices
A4(0,-1,1), B(1,0,2), D(-2,1,1), A'(1,1,~-1).Se pide:
— Calcular el volumen de dicho paralelepipedo.
— Obtener la ecuacién del plano que contiene a la cara CDD'C".
— Determinar las coordenadas del punto medio de la arista B'C" expresadas en el sistema de referencia
0 ={4; 4B, 4D, 44).

[S)

Solucién:

A4(0,-1,1), B(1,0,2), D(=2,1,1), 4'(1,1,-1)

Calculamos los vectores AB = (1,1,1) , AD = (—2,2,0) , AAd = (1,2,—2) , v el volumen del paralelepipedo sera :
1 1 1

v =[4B,4D, ad |=aB{aD 0AL)=|-2 2 0|=|-14=144
1 2 -2

Llamamos 17 al plano que contiene a la cara CDD'C’
contiene al punto D(—Z,I,I)
1= contiene la direccién de DC = AB = (1,1,1) = =l 1 1 1

contiene la direccion de DD' = A4 = (1,2, - 2) 1 2 -2

Para encontrar las coordenadas del punto medio del lado B'C', que llamamos M, debemos conseguir las coordenadas
del vector AM en el sistema de referencia O, es decir, hay que poner el vector AM como combinacion lineal de los

vectores {E, AD, ﬂ} que forman la base del sistema de referencia con origen en el punto A.
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- 1

Primero buscamos el vector que une el punto A con el punto medio del lado BC. Ese vector se obtiene como AB +EAD
o . G R T B

Si a este vector le sumamos el vector AA" conseguimos el vector AM. Entonces AM = AB +EAD + AA', por tanto :

AM = (1, % ,IJ en la base{ZE’, 25, H} = M(l, % ,lj en el sistema de referencia [J.

Ejercicio 4. | (Puntuacidn méaxima: 2 puntos)
x-1_ y+3 z+2
2 3 -4

recta s que se apoya en r perpendicularmente y esta contenida en el plano 7z

Dadalarecta r= yelplano 7n=2x+3y +2z=0, hallar las ecuaciones de una

Solucidn:
Si la recta pedida tiene que estar contenida en el plano 1T,su vector director debe ser perpendicular al vector
normal al plano. Como mT=2x+3y+z=0 = /= (2,3,1)

Como la recta s tiene que cortar a r perpendicularmente, su vector director sera perpendicular al vector de r.
x=1_y+3 _z+2

r= v=(2,3,-4
2 3 -4 ( )
El éz ES
Entonces @'=v0f=(2 3 -4/=15¢-10¢, = ' =(15,-10,0) ; i =(3,-2,0) tiene la misma direccién que i
2 3 1
T

Si s esta en el plano 1T y corta a la recta r, obligatoriamente tiene que pasar por el punto P, interseccion entre la recta r

y el plano TT.
x=1+2A

rEx;IZy;3:Z+42 = expresada en paramétricas r=4y=-3+34 , POr = P(1+2/1,—3+3/1,—2—4/1)
z=-2-4A

T=2x+3y+z=0
PO = verifica la ecuacion del plano : 2(1+2)l)+3[ﬂ—3+3/1)+(—2—4)l):0 = A=1, entonces P(3,0,—6)

=3+31
pasa por el punto P(3,0,—6) *
Ahora la recta pedida s = s=Eqy=-2A
tiene la direccion del vector i = (3,—2,0) -
s ==

— s corta a r en el punto P.
— s esta contenida en IT porque pasa por PUOIT y su direccion es perpendicular al vector fj, normal a 7.

— s es perpendicular a r porque su vector director, i, es perpendicular a v, vector director de r.
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