Geometria analitica del espacio. Matematicas 11 Febrero 2014

Opcion A
Ejercicio 1. | (Puntuacidn méaxima: 2 puntos)

Los puntos 4 = (1, O,—2) y B= (—5, 0, 0) pertenecen al plano N=x—2y+3z+5=0. Halla las ecuaciones

de la recta contenida en /T que es mediatriz del segmento AB .

Solucion:

: 7 e

A(1,0,-2) , B(-5,0,0) , m=x-2y+3z+5=0

La mediatriz del segmento AB, que esta contenida en el plano TT, es una recta perpendicular al segmento y al vector normal
al plano, ij = (1,—2,3).

AB = (—6,0,2) , un vector con la misma direccion que AB es ii= (—3,0,1)

el eZ 53
El vector director de la mediatriz v sera v =ulUfj=|-3 0 1|=2¢ +10¢,+6¢, = V= (2,10,6)
1 2 3
=-2+A
pasa por el punto medio del segmento AB, M(—Z,O,l) o
La recta pedida serda: r = - ~ = r=E4qy=54
tiene la direccion del vector v = (2,10,6), odew= (1,5,3) — 1432
z=-

Ejercicio 2. | (Puntuacidn méaxima: 3 puntos)

Halla el valor del pardmetro a para que los tres planos
nm=x+y+az=1, m=ax+y+z=1, /[ =2x+y+z=a,tenganunarectaencomuny calculael

punto simétrico de P(I,O,— 2) respecto de dicha recta.

Solucidn:
Para que los tres planos tengan una recta en comun es necesario que el sistema formado porlas tres ecuaciones

sea compatible indeterminado con rangA = rangd =2

x+y+az=1 1 _

ax+y+z=1 = A=

1 a
a 1 1|, comorangd=2 = |A|:(); |A|:a2—3a+2, a’=3a+2=0 3{a_2
2x+y+z=a 2 11 ‘"

111
y podemos encontrar |2 1 1|=-=1%0 con lo que tenemos que mngz =3
21 2

v el sistema es incompatible = los tres planos no tienen una recta comun.
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1 111
— 11
Sia=1 = A=|1 1 1 1|, no hay menores de orden 3 distintos de cero y ‘2 ) #0 con lo que
2111

— x+y+z=1
rangA =rangd =2 'y la recta comun sera r= {2 :} +=1 ; si resolvemos el sistema obtendremos las
x+y+z=
. i xty=l-z .
ecuaciones paramétricas de r = - 1 , restando las ecuaciones tenemos que x =0, y=1-z
x+y=1l-z
x=0
= r=<y=1-A que tiene como vector director vV = (0,— 1,1)
z=A
P@®----oomeeoaoos e r—— *0

r

Para calcular Q, simétrico de P con respecto a r, tomamos un plano TT, perpendicular a v y que contiene a P.
La interseccion entre r y 1T sera el punto M, punto medio del segmento PQ.
El plano 1T tiene como vector normal a v = (O,—l,l) y contiene a P(I,O,—Z) = JT= 0[ﬂx —1) —l[ﬂy —O) +1 I:Qz+2) =0
m=-y+z+2=0
como M esta en r, es de la forma M(O,l—)l,)l)

M=rNmT = | = M(O,E,—lj
como M estd en TT, verifica su ecuacion: =(1-=A)+A+2=0 = A =3 202

Ahora OW:%(WD+TQ) = 00=2[0M -0P = @:ﬂéo%,—%)—(l,o,—z) = 00=(-1,3,1) = 0(-1,3,1)

Ejercicio 3. | (Puntuacidn méaxima: 2 puntos)

x=0 x=2z-3

Calcula la ecuacion de la recta 7, que corta a las rectas 7; = , K= , yesparalelaala
z=1 y=1

recta s=Sx=—-y=z.

Solucion:

Calculamos un plano 1T que contiene a v, y es paralelo a s:

= (0,1,0) es un vector con la direccion de r

{x:O x=0 {Q(0,0,l) es un punto de r,
y =
z 0|=0 => m=x-z+1=0

SEx=-y=z = S=%:%:% = \7:(1,—1,1)esunvectorconladireccio’ndes

x=-3+21
{x:22—3
rzE -1 = rZE y:
Y z=A
como P esti enr, = P esdela forma P(—3+2/1, 1 ,)l)
P=rnNm = , entonces P(1,1,2)
como P esta en T, verifica su ecuacion : (—3+2/\) “A+1=0 = A=2
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=1+
contiene a P(1,1,2) o
Ahora la recta pedida sera r = = r={y=1-1
tiene la direccion de v = (1,— 1,1)
z=2+A
N
)
P 4 r
v
—_—

- res paralela a s porque ambas tienen la direccion del vector v
— r corta a v, porque pasa por el punto POr,

- r corta a r, porque ambas estan en el plano 1Ty no son paralelas

Ejercicio 4. | (Puntuacién maxima: 3 puntos)
Se considera el tetraedro cuyos vértices son A(l,0,0), B(l,l,l), C(—2,1,0) y D(0,1,3) .

— Hallar el area del tridngulo ABC vy el volumen del tetraedro ABCD.

— Calcular el punto P, contenido en el plano determinado por los puntos 4, By C tal que el segmento
PD sea la altura relativa al vértice D

— Hallar la distancia entre las rectas AC'y BD.

Solucion:

A(1,0,0) 5 B(1,1,1) ; €(-2,1,0) ; D(0,1,3) = 4B=(0,1,1) ; AC=(-3,1,0) ; AD=(-1,1,3)

ABOAC
Area (a’el triangulo ABC) = u = @uz

2
él é2 53
ABUAC=|0 1 1|=-6-3,+35, = ABUAC=(-1,-3,3) = [4BOAC|=y(-1) +(-3)" +3* =19
-3 1 0
1 1 ot 1 7
_ oA A0 = — — 3
Volumen (tetraedroABCD)—EEI[AB,AC,AD]—E —13 1 (3)—g|:|]7|—gu

contiene al punto A(I,0,0)
TTes el plano determinado por los puntos A, By C = JT= — —
contiene los vectores AB = (0,1,1) y AC= (—3,1,0)

x-1 y z
7=l 0 1 1|=0 = m=x+3y-3z-1=0
-3 10
D(0,1,3) x=4
Sea r la recta perpendicular al plano 1Ty que contiene al punto D = r =4 _ = rE<y=1+34

POr = P(A,1+31,3-34)

Ahora P=rNmm = 7 = P(l’ﬂ’ﬁj
POmT = A+3(1+31)-3(3-31)-1=0 = T 19719719
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Las rectas AC y BD son rectas que se cruzan. Para calcularla distancia entre ambas, calculamos un plano que contiene

a una de ellas y es paralelo a la otra.

contiene al punto A(1,0,0 -
contiene a la recta AC = { ( ) x-l

y
Tomamos T, plano que tiene la direccion del vector AC = (—3,1,0) = m7=| -3 1
0

es paralelo a la recta BD = tiene la direccion del vector BD = (—1,0,2)

T=2x+6y+z-2=0
Ahora la distancia entre las dos rectas sera igual a la distancia entre un punto de BD y el plano 1T

_pO+en+1-2_ 7

u
V2 e+ N4l

d(AC,BD)=d(B,n)

Opcion B
Ejercicio 1. | (Puntuacidn méaxima: 2 puntos)

Encontrar la ecuacién de la recta que es paralelaalos planos 77, =x =3y +z=0, 75, =2x—y+3z=5,y

pasa por el punto P = (2,—1,5). Calcular también la distancia de dicha recta a los dos planos.

Solucién: 7
M=Ex-3y+z=0, m=2x-y+3z=5

Si s es la recta interseccion de los dos planos.
La recta pedida r, como es paralela a 11 y TT,,

también es paralela a s.

La direccion de la recta r podemos obtenerla

de dos formas : 7T, |

x=3--=-A1
. . .y x=3y+z=0 . .
1.—a partir de las ecuaciones paramétricas de s = = resolviendo el sistema = s={y=1-=A
2x-y+3z=5 5
z=A
. ., . . ~ 8 1 e
con lo que la direccion de la recta s viene determinada por el vector i = —g s —g , 1] 0 porv=>5u= (—8,—1,5)

2.—como s esta contenida en TT, y en TT,, su direccion es perpendicular a los vectores normales de ambos planos =

El EZ é3
= V=7, 04, =1 -3 1|=-8-¢,+5, = v=(-8,-1,5)
2 -1 3
asa por el punto P(2,-1,5 - _
Ahora la recta r = P P P ( ) rsx 2:y+1:Z 5
tiene la direccion del vector v :(—8,—1,5) -8 -1 5
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Para calcular la distancia de la recta r a los planos usamos la formula de disancia de un punto a un plano.
_P-3d-1)+s) |2[:z 1{- )+3B—5|_ 15

dlr, =d(P ; d(r, =d(P, -
(r 771) ( oy (3) o \/ﬁu (r ﬂé) ( 7T \/22 +32 mu

Ejercicio 2. | (Puntuacidn méaxima: 3 puntos)

~2y=-1 +y=
Dadas las rectas rE{x Y y SE{X—év ’
Z—

y—z=1

— Comprobar si las dos rectas son paralelas.

— Determinar, si es posible, la ecuacién del plano que las contiene.
— Calcular la distancia entre las dos rectas.

Solucion:
=-1+24
x—2y=-1 o ( )puntoder
r= = pasando a las ecuaciones paramétricas = r={y=A =
y—z=1 :(211)vectorder
z=-1+/A
=-A
x+y= o ( ) punto de s
s = = pasando a las ecuaciones paramétricas = s={y=A =
z=3 _3 \7:( 1,1,0) vector de s
Z =

como u y v no son proporcionales = r y s no son rectas paralelas.

Si el vector AB, determinado por los puntos AOr y BOs, es combinacion lineal de i y v, las dos rectas son coplanarias y

se cortan en un punto. Pero si AB es linealmente independiente con ii y v, las rectas estan en distinto plano y se cruzan.

1 0 4
= (1,0,4) ;12 1 1/=1120 = 4B, v V son linealmente independientes = No existe un plano que contenga a r y s.
-1 10

Para calcular la distancia entre r y s, hallamos la ecuacion de un plano 1T que contenga a una de las dos rectas (p. e.a s) y

sea paralelo a la otra ( r)

B(0,0.3) Xy z-3
m=1v=(-1,1,0) = 7m=|-1 1 0 |=0 = m=x+y-3z+9=0
i=(2,1,1) 2 1 1
1+0-3 9
Ahora tenemos que d (r,s)=d (4,m) |\/-1:+12|:q )+ |:%:\/ﬁu
A
%
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Ejercicio 3. | (Puntuacién méaxima: 3 puntos)

Dos vértices consecutivos de un rectangulo son P = (1, 1,—3) y Q0= (—1, 0, O) y los otros dos pertenecen a

una recta r que pasa por el punto 4 = (4, 3,—5). Calcula las coordenadas de los otros dos vértices del
rectdngulo y el drea del mismo.

Solucion:

Los puntos P y Q estan en una misma recta s cuyo vector director es P—Q = (—2,— 1,3)

Los otros dos veértices ,R y T, pertenecen a una recta r, paralela a s y que pasa por el punto A.

contiene al punto A(4,3,5) x=4-2)
"= ; . ., —_— = r= y= 3-A
tiene la direccion del vector PQ = (—2,— 1’3) s

Calculemos ahora dos planos 11 y 1T, perpendiculares a la recta r y que contengan a los puntos Py Q respectivamente.
Entonces tendremos que T=r(\75 y R=rTI,

El vector normal a 11 y TT, es PO :(—2,—1,3) 7L

POm = m=-2(x-1)-10y-1)+30z+3)=0 = 7 =-2x-y+3z+12=0

o0m = m=-2(x+1)-1y-0)+3{z-0)=0 = m=-2x-y+3z-2=0

T=rOm ,TOr = T(4-24,3-1,-5+3)2)

=~

TOm = -2(4-24)-(3-2)+3(=5+31)+12=0 £

A=1 = 7(2,2,-2)

R=rNm , ROr = R(4-24,3-1,-5+3)) p p
ROm = -2(4-21)=(3-2)+3(-5+31)-2=0 s

A=2 = R(0,1,1)

PO=(-2,-1,3) y PT=(1,1,1)

Ared, , =|PO|HPT| =14 /3 =42 o’ 2

Ejercicio 4. | (Puntuacidn méaxima: 2 puntos)

Halla la ecuacidn de una recta que pase por el punto (1,—1,2) ,seaparalelaalplano T=x-3y+2z=1y

x=z-1
cortealarecta r=
y=2

Solucidn:

Si la recta pedida tiene que ser paralela al plano 1T, estara contenida en un plano paralelo a TT.
. contiene a P(l,—l,Z)

Como r tiene que pasar por el punto P, el plano que contiene a r serd 1T = "

su vector normal es Ij = (1,—3,2)

m=10x-1)-30y+1)+20z-2)=0 = 7'=x-3y+2z-8=0
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b3
T
x=-1+A
x=z-1 L
VE{ ) = expresada en paramétricas r={y =2
y:
z=A

El punto Q es la interseccion entre la recta r y el plano m = QUr, Q es dela forma Q(—1+)l,2,/l)
T=x-3y+z-8=0
Q07 = verifica la ecuacion del plano:(—l+/l)—3|:2+2DJl—8:0 = A=5, entonces Q(4,2,5)

pasa por el punto P(1,-1,2) x=1+/
Ahora la recta pedida s = ’ o s=ly=-141
tiene la direccion del vector PQ = (3,3,3) odev= (1,1,1) g

— s corta a r en el punto Q

- s es paralela a 1T porque estd contenida en 711 que es un plano paralelo a 1. Ademads if ¥ =0
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