Geometria y Probabilidad. Matematicas Il Marzo 2024

BLOQUE DE PROBABILIDAD

Instrucciones: Debes resolver dos ejercicios, a elegir entre los tres propuestos.

Ejercicio 1. (Puntuacion maxima: 2 puntos)

En un campamento de verano participan jovenes de tres comunidades auténomas diferentes. El 38%
de esos jovenes provienen de Castilla y Ledn, el 34% de Aragdn y el 28% de Navarra. El 20% de los
jévenes castellanoleoneses y aragoneses y el 30% de los navarros son menores de edad.

Entre los participantes en el campamento se elige un joven al azar.

— (0,5 puntos) ¢Qué probabilidad hay de que no sea menor de edad?
— (0,75 puntos) ¢Qué probabilidad hay de que sea mayor de edad o no sea navarro?

— (0,75 puntos) Si el joven elegido resulta ser menor de edad, écudl es la probabilidad de que sea
navarro?

Solucion:

Tenemos los sucesos: A={Es de Aragén} , C ={Es de Castilla y Leén} , N ={Es de Navarra} , m={menor de edad }
Nos dan los datos:

P(A)=0,34; P(C)=0,38; P(N)=0,28 ; P(m/A)=0,2; P(m/C)=0,2; P(m/N)=0,3

apartado 1. P(m)=1-P(m)=1-0,228=0,772
P(m)=P(A)-P(m/A)+P(C)-P(m/C)+P(N)-P(m/N)=0,38-0,2+0,34-0,2+0,28-0,3=0,228

apartado 2. P(MUN)=P(mAN)=1-P(mNN)=1-P(N)-P(m/N)=1-0,28-0,3=0,916

apartado 3. P(N/m)=P(Nﬂm)=P(N)'P(T/N)= 0.28:03 _ 5 3684

P(m) P(m 0,228

Ejercicio 2. (Puntuacion maxima: 2 puntos)
Una prueba consta de preguntas tipo test con cinco opciones cada pregunta, de las cuales solamente
una es correcta. Se contesta a todas las preguntas al azar, calcula:

— (1 punto) La probabilidad de tener mas de tres aciertos si la prueba tiene 10 preguntas.

— (1 punto) La probabilidad de no superar los 50 aciertos en una prueba con 200 preguntas.

Solucion:

Apartado 1. Es una distribucion binomial conn=10, p=0,2 y q=0,8 — B(10 , 0,2)
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P(x>3)=1-P(x<3)=1-0,879=0,121
10 10 10 10
P(x<3)=P(x=0)+P(x=1)+P(x=2)+ P(x=3)=(0j~0,2°~0,8w+[1 J'0,21~0,89+(2j~0,22~0,88+[3j‘0,23-0,87 =

=0,879

4=n-p=200-0,2=40
=/n-p-q=4200-0,2-0,8 =42

Apartado 2. Aproximamos la binomial B(200, 0,2) por la normal N(x, o) con {

B(200 ’ 0'2) aproximamos N (40 ’ 4\/5) tipificamos N (0 , 1)

P(Z 50,5-40
a2

I

P(x <50) P(x' <50,5) ) P(z<1,856)=0,9683

Ejercicio 3. (Puntuacion maxima: 2 puntos)

Se consideran tres sucesos A, B y C de un experimento aleatorio tales que:

P(A)=3 i P(B)=3 i P(C)=7 : P(AUBUC)=2 ; P(ANBNC)== ; P(A/B)=P(C/A)=>
— (1 punto) Calcula P(CNB)
— (1 punto) Calcula P(A/C)
Solucidn:
Nos dan los datos:
1. 1 1. 2 1 1
P(A)=7 i P(B)=7 i P(C)=, i P(AUBUC)=7 ; P(ANBNC)== ; P(A/B)=P(C/A)=
11 1 11 1
Tenemos que P(ANB)=P(B)-P(A/B)= 3576 P(AﬂC)—P(A)'P(C/A)—EE—Z

Ahora P(AUBUC)=P(A)+P(B)+P(C)-P(ANB)-P(ANC)-P(BNC)+P(ANBNC) =
2 1,111 1 1 1,11 1.1 1 2

Apartadol. P(CNB)=—

~ 11
Apartado 2 p(A/c')zP(P‘EQ)CLP(Al)_‘;’((é*)”C): 24 1
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BLOQUE DE GEOMETRIA

Instrucciones: Debes resolver tres ejercicios, a elegir entre los cuatro propuestos.

Ejercicio 4. (Puntuacion maxima: 2 puntos)

De un paralelepipedo conocemos un vértice A(—3, 1, 2) y los planos que contienen a tres de las

caras m, =X+3y-3z=1, 7,=2X-y+2=2 y n,=2x+6y+2=9, se pide:

— (1 punto) Calcula las ecuaciones de los planos que contienen a las tres caras restantes.

— (1 punto) Encuentra el punto donde se cortan las diagonales del paralelepipedo.

Solucion:

\

El punto A no pertenece a ninguno de los planos que nos dan por lo que debe estar en las tres caras pedidas.
Los planos que contienen a las caras restantes son paralelos a los dados y contienen al punto A.

m, seré paralelo a z, y contiene al punto A = 7, =(x+3)+3(y-1)-3(z-2)=0 = 7x,=x+3y-32+6=0
7, serd paralelo a z, y contiene al punto A = 7, =2(x+3)—(y-1)+(z-2)=0 = 7z,=2x-y+2+5=0
7, seré paralelo a z, y contiene al punto A = 7z, =2(x+3)+6(y-1)+(z-2)=0 = 7z,=2x+6y+z-2=0

El punto E es el corte de los tres planos dados y el vértice opuesto a A, resolvemos el sistema para calcularlo:

1 3 -3 11 -3 1 3 1

2 -1 1 2 2 1 2 -1 2
X+3y-3z=1

9 6 1 —-49 2 9 1 -49 2 6 9 49
2X—y+2=2 = X= =—>=1, Yy=07F—F7=—-=1, I=5—F—=——=1

1 3 -3 -49 1 3 -3 -49 1 3 -3 -49
2X+6y+z=9

2 -1 1 2 -1 1 2 -1 1

2 6 1 2 6 1 2 6 1
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El punto donde se cortan las diagonales del paralelepipedo es el punto medio de A(-3,1,2) y E(1,1,1)

W:%oﬁuﬁ) — OM=2(3,1,2)+1(L11) = W:(—l, 1, Ej = M(—l, 1, 3)
2 2 2 2 2

Ejercicio 5. (Puntuacion maxima: 2 puntos)

_ 2X+y+2=3 _ o

Determina el punto de la recta y-7=0 gue se encuentra a distancia minima de la recta

z+1
X=y—-3=—-.

-2
Solucidn:

3-2; K=g-i 3
2X+y+z2=3 — > 2x+2z=3 — Xx= 2 punto de r, A(—,0,0j
r= 2 = r=3y=41 = 2
z=1

y-z=0 —— y=12 vector de r, u=(-1,1,1)

741 {punto des, B(0,3,-1)
S=x=y-3=— =

-2 vector de's, V=(1,1,-2)

como U y V no son proporcionales = r y s no son rectas paralelas.

Veamos si las rectas se cortan o se cruzan, para ello comprobamos si los vectores G, V y AB son linealmente dependientes.
-1 1 1

ﬁ:@,—S,l}MW:(s,—&z) = (1 1 -2/=-720
3 6 2

U,V y w son linealmente independientes = estan en diferente plano y las dos rectas se cruzan.

B(0,3,-1)
v=(1,1,-2)
tiene la direccion de V AU, perpendicular ar y s

3 contiene a la recta s —
Para encontrar el punto de r més cercano a s, tomamos el plano 7 =

€ € § X y-3 z+1
Val=[1 1 -2|=36+€,+26 = VAlU=(3,1,2) yel plano que buscamoses: z=[1 1 -2|=0 =
-1 1 1 3 1 2

r=2Xx-4y-2+11=0
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3

Per= P[E—/l, 2, /1)

= P(—% , 2, 2)

El punto pedido P es la interseccion entre r y 7 = 3
Per= 2(5—/1)—4/1—i+11=0 = A1=2

Ejercicio 6. (Puntuacion maxima: 2 puntos)

Dados los puntos A(1,1,1), B(2,1,0) y C(0, 2, —2), calcula unas ecuaciones de las rectas
paralelas al segmento E, que estén contenidas en el mismo plano que los puntos A, By C y que
disten de dicho segmento 4 unidades.

Solucidn:

Las rectas pedidas tienen que estar contenidas en el plano 7 que definen los puntos A, B y C.

A(L1,1) x-1 y-1 z-
7={AB=(1,0,-1) = z=|1 0 -1|=0 = z=x+4y+2-6=0
AC=(-1,1,-3) -1 1 3
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Esas rectas r, y r, las vamos a obtener como corte de dos planos 7z, y 7, , paralelos al segmento AB y perpendiculares
al plano 7, que estén a 4 unidades de distancia del segmento.

7, Yy 7, tendran por vector normal a A AB, siendo 77=(1, 4,1) el vector normal del plano 7.

él 62 e3
FAAB=|1 4 1|=-46+2¢6,-46, = los planos 7, y z, serdn de la forma 2x—y+2z+D=0
1 0 -
3+D=12 » D=9

|2-1—1+2-1+ D| |3+ D|
=4 =
3+D=-12 - D=-15

Ahora imponemos que d (A, 7,)=4 = E—"=4 = [3+D|=12 = {
J2+(-1) +2° 3

Los planos son 7z, =2x—-y+2z+9=0 y 7x,=2x-y+2z-15=0.

X+4y+z2-6=0 . X+4y+2-6=0
2X—-y+22+9=0 y h=

Las rectas pedidas son: r, =
2X—-y+2z-15=0
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[ Ejercicio 7. (Puntuacién maxima: 2 puntos)

En el interior de una sala establecemos un sistema de referencia ortonormal en el que las longitudes
de los vectores de la base es 1 metro.

Entre dos paredes paralelas, y equidistante de ambas, situamos un tablero que responde a la ecuacién
7 =X+Yy—2+1=0 y sobre él marcamos los puntos A(0, 3,4) y B(3,-3,1).

Se hacen dos agujeros en el tablero de tal forma que dividan al segmento AB en tres partes iguales y

desde una argolla fijada en el punto P(4, 1, 0) de una de las paredes se pasan dos cuerdas que

atraviesan el tablero por los agujeros, en linea recta, hasta otras dos argollas situadas en la pared
opuesta, formando un tridngulo cuyos vértices estan en las tres argollas.
Calcula el area de ese tridangulo.

Solucion:

Si dibujamos la situacion, observamos que el problema se puede resolver por semejanza al ser el tablero
equidistante de las dos paredes y por tanto paralelo a ellas.

Entonces para calcular el &rea del triangulo s6lo necesitamos la distancia del punto P al tablero y la disancia
entre los puntos A y B.

AB-(3,-6,-3) = d(A,B)=[AB|=3"+(-6) +(-3] =36 y d(P, 7)- 0 6
224 (-1F V3

. . . 36

Si los agujeros estan en los puntos E y F = d (E,F):T:\/E

Si las argollas estan en los puntos P, C y D = el tridngulo PCD es semejante al triangulo PEF
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= Area=

: base=d(C,D)=2-d(E,F)=26
El &rea del triangulo PCD:w = { ( ) ( )

2 altura=d (P, pared 2)=2-d (P, tablero) = 4/3

2\/6;\/5 -

A=122 m?

También podemos decidir tomar un camino mas largo calculando los puntos E y F. Después cortamos las rectas que
pasan por Py E y por P y F con el plano que define la pared 2 y ya tendriamos los tres vértices del triangulo.

cﬁ:cﬁ%ﬁ = @=(0,3,4)+%(3,—6,—3) = OE=(1,1,3) = E(1,1,3)

oTrchA%ﬁ = @:(0,3,4)%(3,—6,—3) = OF=(2,-1,2) = F(2,-1,2)

P(4,1,0) X=4-4 P(4,1,0) x=4-1
L=<__ = nr=<y=1 A = r=y=1-1
PE=(-3,0,3) - PF =(-2,-2, 2) o4

La pared 2 es un plano paralelo al tablero 7 =x+y—-z+1=0 que esta a distancia 23 del punto A

7'=x+y-z+D=0 , d(A,;;'):M:zﬁ = |D-1=6 =

D-1=6 = D=7
2 41% +(-1)° {

D-1=-6 = D=-5

n"=x+y—-z-5=0 esla pared 1 porque Pez" y n'=x+y-z+7=0 esla pared 2.

, Cer, = C(4-1,1,2)
C=rnNr" = = C(-2,1,6)
Cen' =2 4-1+1-1+7=0 = 1=6
Der, = C(4-4,1-2, 1
D:rzﬂﬂ', - < 2 ( ) = D(07_314)
Der’ = 4-1+1-1-1+7=0 = A1=4
‘E'd(P,ﬂ") ‘ﬁ/\ﬁ‘
Ahora podemos calcular el &rea como A:—2— 0oA=———
& & & PCAPD| oaZ 28
PCAPD=|-6 0 6|=246+248, = A= 5 ‘: 24;24 :24£/§=12x/§m2
-4 -4 4

También se puede calcular C considerando al punto E como el punto medio de P y C. De igual forma se calcula D.
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