Geometria analitica del espa. Matematicas | Febrero 2023

Instrucciones: Debes resolver cuatro ejercicios, a elegir entre los cinco propuestos.

Ejercicio 1. (Puntuaciéon maxima: 2,5 puntos)

_[x+y-2z=1 _ y-4 z-2 _
Dadas lasrectas I = , SEX-3=——=—— yelpunto P(l, 5, 2), se pide:
2x-y+2z=0 -1 2

— (1,25 puntos) Calcula la distancia entre ambas rectas.

— (1,25 puntos) Encuentra las ecuaciones de la recta que pasa por P ycortaalasrectas r y S.

Solucidn:

colXTy- z=1 O 3x+ z=1
= =
2x-y+2z=0 O 4x+ y=2

y

to d 0,2,
2-41 = {puno °r A0.2.9
1_

X
r=qy S
S =13 vector de t U=(1,-4,- 3

y-4 z-2 punto de s B3, 4, 9
=
vector de s "= (1,-1, 2)
comoU yV no son proporcioles = r y S no son rectas paralelas

Para calcular la distancia entre r y,s hallamos la ecuacionute plano/r que contenga a una de Iassd@ctai p ej a) \
sea paralelo a la otr(i $ Si la distancia es cero las rectas stéaooEn caso contrarip & cruzan

_ contiene al punto f0, 2, X y-2 z7—

contiene a la recta r= 1 _ P N {0.2.9 y

= tiene la direccion del vector e (1,-4,-3 = m=|1 -4 -3=(
es paralelo a la recta s= tiene la direccion del vecfor {1,-1, 29) 1 -1 2

T=11X+5y-3z- 7= 0

Ahora la distancia entre las dos rectas serdagja la distancia entre un punto delB s y el plam

i _[1am8+ 504~ 332 7_ 40

d(s, r)=d(B,n) \/112+52+(_3)2 \/l?su
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Debemos encontrar una recta que pase por el pur(tb, B, 2) y que adee rectas r y s Para ello vamos alcalar dos
planos 7z que contenga al punto P y alarectar 7y  que contenga atmpR y a la recta s

contiene al pato A0, 2, 1) x y-2 z-

tiene la direccion del vector & (1,-4,-3 = m=1 -4 -3|=0

contiene a la recta r=
]Z-'l =

Tiene la direccién del vector AR(1, 3, J) 1 3 1
7L =5x—-4y+7z+1= 0
contiene al punto B3, 4, 2 _ _ _
contiene a la recta s= < . ) P . 63 ) x-3 y-4 z
I, = tiene la direccion del vector %(1,-1,2 = m=| 1 -1 21=0
-2 1 0

Tiene la direccién del vector BR(-2, 1, 0)
L, =3Xx+4y+z-24=0

5x—-4y+7z+1= 0

Ahora la recta pedida sera la interseccidie los dos planos t =
3X+4y+z-24=0

— P es un punto de t porque esta en la interseccién de los dosoplan
—tcortaaryas porque comparte plano con ellas ¢ @s paralela a ningun
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Ejercicio 2. (Puntuacion maxima: 2,5 puntos)

Seanlarectar=x—-2=y-1=2z-2 yelplano m=2Xx+y+ z=3.
— (1 punto) Halla la proyecciéon ortogonal de la recta I sobre el plano 77.

— (1,5 puntos) Encuentra el punto simétrico de P(l, 1,- 3) respectode larecta I .

Solucidn:

punto de r 42,1, 2

r=x-2=y-1=z-2 =
Y {vector der v=(1,1,9)

m=2x+y+2z=3 = vector normal ar:;j=(2,1,1}

Calculamos la ecuacion del plano que contiene a la recta r ypependicular al plana7r direccices diferentes

punto A(Z, 1, 2) x-2 y-1 z-
7 ={vectorv=(1,1,1 = m=| 1 1 1/=0 = m=y-z+E 0
vector/j=(2,1,1 2 1 1

2x+y+z=3
y-z=-1

Ahora, la proyeccion @ togonal de r sobreg sgela edatas=7n77 = SE{

A

X=2+A
Para encontrar el punto simétrico de(P, 1- 3 con resfea la recta r={ y= I+ A calcularemos la ecuacion de 1
z=2+
plano 7z, perpendicular a.r El punto de interseccion entre vzy  seré ehtp medio del segmento PP

vector nomal v=(1, 1,
%E{punto P(1,1,-3( = 7 =10x-)+1{y-J+ Mz+ §= 0 = 7B, =xt y+ 2 F 0
M =r() MOr - M(2+2,1+2, 2+ )
=17
2 7 AMOm — (244)+(144)+(244)+1=0 - A=-2= M(0- 1)

o—M:%(ﬁu@) — OP=20M OP= OP=2(0,-1,0-(1,1- 3= OR(-1,-3,3 = P(-1-3,3)
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o

Ejercicio 3. (Puntuaciéon maxima: 2,5 puntos)

Los haces de luz de dos punteros laser situados en el punto P(Z, 1,- ]) pasan, respectivamente, por los dos

puntos intermedios que dividen en tres partes iguales al segmento de extremos A(2 ,— 3, ]) y B(5, 3, 4) .

— (1,5 puntos) Determina la distancia entre las marcas que producen los dos haces de luz cuando inciden
sobre el plano 7= x—-2y+ 3z= 25.

— (1 punto) Halla la ecuacion de los planos perpendiculares al segmento AB y que distan del punto P

3\/6 unidades.

Solucion:

g Debemos calcular las coordenadas de los dostpsimtermedios C y £

Las coordenadas del punto C seran las mismaslgsi@le su vector de
posicion OC OC= OA AC= O€ AOA%HABD

&::(2,—3,1)%(3, 6,3 = 0C=(3,-1,9 = C(3-1,3

Del mismo modo OB OA AD= —OB—OV\%#AB

65=(2,—3,])+§(3,6,3 = OD=( 4,1, = D( 4,1,)3

Denotamos por,r y,r a las rectas que determinan las trayeatode los haces de luz de los dos punteros

{punto P(2,1-1 x=2-4 {punto P(2,1-1 X=2+4

_ = rnEy=1+21 S P _ = r,=qy=1
vector CP=(-1, 2,- _ vector DP=(-2,0,- 4 _
z=-1-31 z=-1+2A

n
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Denotamos por E y F a los puntos que determinanrkctas cuando inciden sobre el plameE -2 +§ = 25,

Edr - E(2-4,1+ 21 ~ 1= 3)

E=nNr = = E(4,-3,9
EOm - (2-2)-2(+ 2)+ -+ A)= 25 - A=-2
FOr, - E(2+1,1-1+ 2

F=rN7 = oo E(2 * 2) = F(6,1,7)
FOm - (2+A)-20+ - 2A)= 25 - A=4

d(E,F)=[EF|=v2 +47+2* =2/6u

Los planos perpendiculares al segmeﬁ) ABdiegomo vector normaj, proporcional al vector AE

AB=(3,6,3 = 7=(1,2,) ylos planos son de la forma, = +2 +y +z =0

d(P,m)

n

_|2+2m+(-9+D| |3+D| _ _ 3+D=18 - D=15
S JPe2er =306 = Tp=sle = 3018 = b e L b=

TLEX+2y+2z+15=0; m= x+t2yw z21=0
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Ejercicio 4. (Puntuacidon maxima: 2,5 puntos)
Del paralelepipedo ABCDEFGH, conocemos los vértices A(l, 1, ]), B(O, 3, ZI), D (O — 2, 2) y
E(2 —1,- 2) . Se pide:
— (0,75 puntos) Halla la ecuacion del plano que contiene a la cara CDGH .
- (0,5 puntos) Calcula las coordenadas del vértice H .
— (0,5 puntos) Determina el volumen del paralelepipedo ABCDEFGH.

— (0,75 puntos) En el sistema de referencia R ={ A TB, ﬁ), Té, encuentra las coordenadas del

punto medio de la arista FG

Solucion:

Llamamosrr al plano que contiene a la cara CDGF
contiene al punto [p0,- 2, 2
mr={contiene la direccion de D& AB(-1,2,0 =

contiene la direccién de D AE(1,-2,-3)

X y+2 z-
=1 2 0|=0 = m=2x+y+2=0
1 -2 -3

a=1
H(a,b,c); DH=AE = (ab2,ec2=(1r-27r3 =B 2-2 - bB-4 = H(1,-4,-1)
c-2=-3 - c=-1

A(1,1,9 ,B(0,3,)} ,D( 0s 2, E( 2 % )2
Calculamos los vectores AB(-1, 2,0, AH(-1-3,) , AH 1z 25 B,
y el volumen del paralelepipedo seréa

-1 2 0
v =[AB,AD, AE|= AB{ OA B=||-1 -3 1||=|-B=150"
1 -2 -
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Para encontrar las coordenadas del punto medio de la arish §ue llamamos M debemos consedas coordenadas
del vector AM en el sistema de referencia R es decir hay querpanvector AM como combinacion lineal de los

vedores{TB, "AD TI% que forman la base del sistema de referenciadgan en el punto A

Primero buscamos el vector que une el punto A con el punto Fvéder se obtiene como AE AB AE
El vector que une el punto A con el punto G se obtiene come AG + AE= AB+ AD+ AE

M es el punto medio entre F @, entonceﬁ%%(jﬁjk—;( AB AE AB AD —(ZaABaAa)/

por tanto: W:WH%TDFTE: T AME (l—; ,1) enla ba:{?Al?Alﬁ} =X

M (1; ,1} ene€l sistema de referenciaR

También se ve directamente que AM -A%— AD £

Ejercicio 5. (Puntuacion maxima: 2,5 puntos)

Dados los puntos A(O,—l,—]) y B(2, 0,- :I)

— (1 punto) Halla la ecuacidn del plano que contiene al segmento AB y es perpendicular al plano
T=X+y-3z+1=0.

— (1,5 puntos) Encuentra los puntos de larecta r =X = -2y = —2Z que determinan con Ay B un
triangulo de area 1.

Solucidn:
El plano que nos pider?, contiene al segmen_to, AB por tanto teekireccion del vector—AB:(Z, 1, 0) .
Como el planor debe ser perpendicular al plampr tiene la di@talel vector normal al planar, 7j :(1, 1- 3 .

El plano 77 tiene quepasar por los puntos f0,-1,-1 y{@2,0- } = yatenemos los eleneneresarios pare
calcular su ecuacion

A(0,-1,-9 X y+l z+
7={AB=(2,1,0) = 7&=[2 1 0[=0 = 7#'=-3x+6y+z+7=0
7=(11-3 1 1 -3
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Ahora tenemos que buscar los puntos de la recta r que detam@on A y B un triangulo de areh
x=-21
r=x=-2y=-2z OMEreroa. r= X = y= z, pasando a las ecuaciones paramétrieas =<r =¥
2 z=A
Todos los puntos de la recta r sale la forma C(—Z)I A ,/1). El area del triangulo que determmaon A B y C es
_|ABOAQ {KE:(z,l, 0 |8 & B8 ) ) )
Area= = = ABOAC=|2 1 0|=(A+D)e-(2+2%e+(4a+ 27
AC=(-21,1+1,2+] od 441 A+

ABOAC=(A+1-21-2,4+2) = [ABOAQ=\(A+1)+(-20-2 +( 41+ 3 =22°+ 28+ 9

A=-1
V2107 + 261 + ¢
21 ”226“9:1 = V2 260+ 9= 2= 20°+ 26+ 8 4= AW+ W+ 5 0= | 5
T2

parai=-1 C/(2,-1-1]
Como C[-24, 4, A4), los puntos
C( ) P para/l:—zi1 2(10, > v 51]

21" 21" 2
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