Examen final. Matematicas 11 14/05/2009

Opcion A

(Algebra lineal. 3°ev.)
Ejercicio 1. (Puntuacién maxima: 3 puntos)

2x—my+z=2-m

x+2y+z=0
Discutir el sistema , y resolverlo en los casos de compatibilidad.
3x+2z=2-m

(m+2)x+2y+32z=0

Solucion:

Como es un sistema de cuatro ecuaciones y tres incognitas comenzamos analizando el rango de la matriz ampliada.

2 -m 1 2-m 2 -m 1 2-m 2 -m 1 2-m 1 ) 1
|t 21 0 12 1 0 2 1 0
A= ; = ==(2-m)| 1 m 1 =
30 2 2-m 30 2 2-m 10
m+2 2 3 _
m+2 2 3 0 m+¥2 2 3 0 |_. ., |m+t2 2 3 G=6i=6;
0 21 -
=(m-2) 0 m 1=(m-2)(m-1) 1=—(m—2)2(m—1)
m-1 2 3 "

El determinante se anula para m =1y m=2=si m#1 y m#2, Rang (;1) =4> Rang (A) = sistema incompatible

Para m =1, Rang (;1) <4

2 -1 1
12 1| po- 2
A= 3 0 2 :>1 2 #0511 2 1=l jRa”g(A)=3=Rang(2):n° incognitas = sistema compatible determinado
3 0 2
3 23
1 -1 1 2 11 2 -1 1
0 2 1 0 1 2 0
2x-y+z=1
1 0 2 31 2 3 01
X#2y+z=0 S x=———— =1 5 y=———7=0 5 z=——— =1
3x+2z=1
Para m =2 , es un sistema homogéneo = siempre compatible
2 21
12 1 5 - 2 21 2 21
A= 30 2 :>1 2 #0511 2 [=0;11 2 1:OjR‘mg(A)=2=Rang(Z)Dsistemacompatible indeterminado
3 0 2 4 3
4 2 3
x——z/l
3
2x=2y=-
Ty Z:>3x:—222>x=—gz; y:—lz =y=—-=A
x+2y=-z 3 6 6
z=A
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Examen final. Matematicas 11 14/05/2009

Ejercicio 2. (Puntuacion maxima: 2 puntos)

-1 0 -1
Comprueba que lamatriz A= -1 0 0 |cumpleque 4> =—-4-1.
2 -1 1

Si A es cualquier matriz con n filasy n columnas tal que 4° =—A4 -1 y se sabe que det(A) =m, calcula el

valor de det(A + 1) en funcionde m .

Solucion:
-1 0 -1\(-1 0 -1}y (-1 1 0 -1 1 0Y(-1 0 -l 0 0 1
A=-1 0 o|f]-1 0 O0f={1 0 1| ; AL=4HU=1 0 1|0-1 0 of|={1 -1 0
2 -1 1){2 -1 1 1 -1 -1 1 -1 -1){2 -1 1 -2 1 =2
1 1 1 00 0 0 1
-A-I=|1 0 0|-|0 1 O|=|1 -1 0| =>A4=-4-1
2 1 -1) (0 0 1 -2 1 =2

AOM,,, ; det(d)=m ; A£=-4-1 = A+1=-4;

A+ 1] =|=A= = Q] Q] = (1) O] = (-1)" G

Ejercicio 3. (Puntuacién maxima: 2 puntos)

Estudia el rango de la matriz A segun los valores de los pardmetros a y b .

a b 1
A=|1 ab 1
1 b a
Solucidn:
a b 1 a 1 1
4=t ab 1 =bQl a 1|=b(a’-3a+2)=b(a=1)"(a+2); |[4]=0 = b(a=1)"(a+2)=0 ={b=0,a=1,a=-2}
1 b atambiéni 1 1 a
a 1 1 a 1 1 at+t2 1
bl a 1 =pll-a a-1 0 =bM 0 a-1 0 |=b(a=1)’(a+2)
L1 alp=r-p l=a 0 a-1__ .c.c 0 0 a-1
F=FK-F L R ]

Si bz0,a#%#1l y a#-2 = Rang(A):3

1 b1
Sia=1,4=1 b 1| = Rang(A) =1 (puesto que A tiene tres filas iguales)
1 b1
-2 b 1
Sia=-2,4=|1 =2b 1 ,elmenor_ 1#0 :>Rang(A):2
1 b 2
a 0 1
Si b=0,(@#1), 4=|1 0 1|, el menor|" i:&o = Rang(4) =2
1 0 a
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Examen final. Matematicas 11

Ejercicio 4.

(Puntuacién maxima: 3 puntos)

0 1
-1 1 2
Dadas las matrices 4 = y B=|-1 0] sepide:
k0 1 PR

14/05/2009

a. Razona para qué valores de k la matriz B’ [H’ tiene inversa y obtenla en funcién de & .

b. Resuelve la ecuacion (AB)t [X =1, para k =0, siendo I la matriz identidad.

Solucion:

apartado a)

-1 k
(0 -1k -1+2k Kk
B = 1 0|=
10 2 3 k+2
2 1

(B’ D4’) tiene inversa < |B'[H' B' 4

z0 ;

entonces (B’ D4’) tiene inversa cuando k%1 y k #—1.

Calculemos ahora (B’ D4’)_l s llamamos M :(

M, =k+2
M, =-3

M, =k
M,, =-1+2k

apartado b)

3

C|-1+2k

-1+2k
3

k

k

+2

k
k+2

= M~ =(B'0f)

=(=1+2k)(k+2) =3k =2k> -2 ;

j , ¥ sabemos que ‘M‘ =2k -2

1 k+2
Tokr-2\ 3

—k
-1+2k

B'TH

Hay que resolver la ecuacion (A U?)' K= = X= |:(A DB)[II U= X= |:(A |]3)l:|_1 (para k= 0)

=0 =>2k*-2=0 = k=%I

0 1
. . -1 1 2 -1+2k . (-1+2k Kk
si no nos hemos dado cuenta , calculamos (A U?) ; AB= -1 0|= = (A |]3) =
k0 1 k k+2 3 k+2
k 2
y observamos que (A D?)r = (B' D4') igualdad que es cierta siempre que existan los productos , entonces
-1 -1 1 0 -1 0
X=(4B) | =(B') (parak=0)= X=— j X=[
— -1 3 1
[ J 2 1 A A
también se puede calcular (A B)t (pam k= 0) y encontrar "de nuevo" su inversa.
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Examen final. Matematicas 11 14/05/2009
Opcion B
Ejercicio 1. (Puntuacion maxima: 3 puntos)

Discute y resuelve el sistema segun los valores del parametro A :
(1-2)x-2y+4z=0
x—(/1 +1)y+Z:0
-x+Ay-z=0

Solucidn:

El sistema es homogéneo con lo que sabemos que serd compatible para todo valor de A.

-4 =2 4 -4 =2 4 1-4 2 4 -a 4
A= 1 =(A+1) 1|, 4= 1 =(2+1) 1 =0 -l o=—1‘ . _l‘z—(/l—1+4)=—(/1+3)
-1 A -l -1 A A 1A -
|[4=0 = A1=-3

si A3, Rang(A) = Rang(Z) =3 = sistema compatible determinado = solucion {x =0, y=0, z= O}

4 -2 4
_2 _
siA==-3,4=|1 2 1|, ‘ 2‘210 = Rang(A) =Rang(A) =2 = sistema compatible indeterminado

-1 -3 -1

x=-

4x -2y =-4z , B H
, P22 =5x=-5z =>x=-z ; y=0 = solucion: 1y =0
xX+2y=-z

z= U

Ejercicio 2. (Puntuacién maxima: 3 puntos)

Resuelve la ecuacién matricial B [ﬂ2A + ]) = ALK [M+ B, siendo

3 =2 -1 1 -1 2
A=|-4 1 -1|; B=|{-1 0 -1

2 0 1 0o -1 1
Solucion:

Tenemos la ecuacion ~ BO2A+1)=AXM+B = 2BU+B=AXNH+B = 2BMH=AXH = A'[[2BH) U =X
entonces X =A™ EQ2B)

Calculemos A"

) B —1_1 _ |2 —1_2 4 |2 —1_3
11_0 1_ AZI_ 0 1_ 31 1 _1_
3 2 -1 1 2 3
-4 -1 3 -1 3 -1 L1
A=|-4 1 -1], |4=1 A,=- =2 4, =5 A, =- =7 = A4'=-2 5 7
5 0 1 2 1 2 1 ; -4 -1 1_2_4_5
|4 1__2 B —2__4 = 3 -2 s
B2 0 =7h P41
2 3)(2 -2 4 -2 -8 6

X=4"(2B)=|2 5 7|02 0 -2|=/-6 -18 12
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Examen final. Matematicas 11 14/05/2009

Ejercicio 3. (Puntuacion maxima: 2 puntos)

1 1 2 1
kx5 o4
Resuelve la ecuacion: 5 =
4 x° 13 1
8 x* 35 -1
Solucion:
11 1 1 201
2 x5 -1 3 a4l 7 0 [ e+ ’ bt ’ ! ! !
4 % 131 oo oo (x+l)£x—1) 11:‘3(“1); zx_‘lﬂ ; =-3(x+1)2 2)6_-2_2 16=
8 ' 35 -lphen |9 x4+l 37 0 9 (x+1)(x" ~x+1) 37 o Bebl, XX
F=F+
=) T e T emia () (A 8- 2 4w 2) =12+ 1) (—x7 + 51 -6) =12 (x+1) (x2) (x-3)
X=x-2 16 X-x-2 4

12(x+1)(x-2)(x-3)=0 = {x=-1, x=2, x=3}

Ejercicio 4. (Puntuacion maxima: 2 puntos)

Discutir y resolver, segun los valores del pardmetro m , el siguiente sistema de ecuaciones:

x+y+(m—2)z:1
mx+3y+mz=2

Solucion:

1 1 m=2
A :[ j , buscamos posibles menores de orden 2 distintos de cero;

m 3 m
11 1 m=2 5 m=0 1 m=2
=23-m=0=> m=3 ; =3m-m =0 = ; =6-2m=0=> m=3
m 3 m m m=3 3 m
- (1 1 m=-2 1 11 _
A= = #0 = Rang(A4)=2
m 3 m 2 3 2
sim#3 , Rang (A):Rang(Z):Z = sistema compatible indeterminado
sim=3 , Rang(A):liRang(Z):2 = sistema incompatible
resolvemos para m %3
1-(m-2)z 1 1+(6-2m) ]
2-mz 3| _1+(6-2m)z XE
X = = 3—m
x+y:1—(m—2)z 3=m 3-m y (2—m)+(m2—3m)/1
= = Solucion 1y =
mx+3y=2-mz 3-m
1 1-(m-2)z
m 2-mz (2—m)+(m2—3m)z
y= = z=A
3-m 3-m
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Examen final. Matematicas 11 14/05/2009
1% evaluacion

Ejercicio 1.
[
1+x*
a. Estudia la continuidad y derivabilidad de f(x)

Se considera la funcién f(x) =

b. Encuentra los maximos y minimos de f(x) .

c. Calculalarecta tangente a f(x) enel punto x =2.
Solucion:

si x<0

si x=20

1+x?

f(x) estd definida por dos ramas que son siempre continuas y derivables, puesto que son cociente de polinomios y 1+ x* #0.

Hay que analizar la continuidad y derivabilidad en x =0

1ir5;f(x):1ir5; G0
f(0)=0, lxifrolf(x)z B ; xx = f(x) es continua en x=0
lim f (x) = lim —=5-=0
- 2 -
f:(O):llmf(0+h) f(0)=lim Ll = lim 12 =
h-0 h h-0 h 0" 14+ h
P = f(x) no es derivable en x =0
—F-0
— 2
f1(0)=1imf(0+h) S(0) - pjpy L+ = lim — =1
h-0 h h-0 h -0t 1+ h

f(x) 20, y f(x) =0 en el punto x =0 = por tanto en (0,0) f(x) tiene un minimo , que no aparecera al derivar ya que en x =0

la funcion no es derivable.

2 =
ﬁ si x<0
1+x x*=1=0 = x=-1 (es para valores x <0)
/'(x)= ) = f'(x)=0 )
1-x . 1-x"=0 = x=1 (es para valores x >0)
— Ssix>0
(1+7)
6x —2x° <0 1
(1 +x2)3 St x f"(-1)<0 = en el punto (—1 , E] hay un mdximo
S=)= s = |
x_)}c six>0 f"(1)<0 = en el punto (1 , —) hay un mdximo
(1+7) 2
. . 2 . , 3
Para calcular la recta tangente necesitamos el punto de tangencia (xo ,yo) =2, 3 v la pendiente m = f (2) = Y
2 3 -3x+16
r,=y-——=—-—(x-2) =>r,=y=
w= VTS 25( ) wm Y TTs
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Examen final. Matematicas 11 14/05/2009
Ejercicio 2.

En un tridngulo isésceles de base 12 cm (correspondiente al lado desigual) y altura 10 cm, se inscribe un
rectdngulo de forma que uno de sus lados estd sobre la base del triangulo y dos de sus vértices sobre los lados
iguales del tridngulo. Calcula las dimensiones del rectdngulo para que su area sea maxima.

Solucion:

Area del rectingulo = 2xy

tenemos la relacion de semejanza I()T—y =% = 60-6y=10x = y =w
la funcion a maximizar es A(x) = 2x@ = A(x) — 60x —310)52
“ A'UF@:A'()C):O = 60-20x=0 = x=3
12 A'(x) = _? . A'(3)= —?< 0 = para x=3, A(x) es mdxima.

Dimensiones del rectangulo: base=6 cm ; altura =5 cm

Ejercicio 3.

. 2x /osx
a. Calcula el siguiente limite: lim | == +cosx
X—»E T
2

b. Dada la funcién f(x) = xcos(ng, demuestra que existe O'D(l , 2) tal que f’(a) =-2.

Solucion:

a)

405 X
lim [2 +cos x) =4 (indeterminacio'n 1° )
T\ T

X
2

x
%osx %osx ln[ +cos X)
In4= ln[ lim (2_x +cos xj =lim In (_Zx +cos xj =lim — ln(—zx +cos xj =lim —7~ 2= (L' Hopital) =
T\ g7 Ird T

x-7Z x-Z x-Z cosx T x-Z COoS X
2 2 2 2

——=Ssenx
T 2_1
T
—+cosx -2 v )
: 1+0 m-2 — . 2x osx T2
=lim —ZL = = = Ad=e = lim|==+cosx =e”
xag —senx -1 V4 xag Vi

b)

f(x) =xcos (%Tx) es continua en [1 R 2] v derivable en (1 , 2) por ser producto de funciones continuas y derivables = cumple
2cosT— cosE

(2)-r(1) 2

= ==-2
2-1 1

las hipotesis del teorema del valor medio = Uall (1 s 2) tal que f'(a) = A
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Examen final. Matematicas 11 14/05/2009

2% evaluacion

Ejercicio 1.

Esboza las gréficas de las funciones f(x) =x’-3x y g(x) =2x?, y calcula el area del recinto limitado por

ambas curvas.

Solucion:

f(x) =x’-3x
Dom f =R ; corta al eje OX en los puntos (—\/3,0) N (0,0) s (\/3,0) ; al ser polinomica no tiene asintotas.

f(—x) = (—x)3 —3(—x) =-x*+3x= —f(x) = es simétrica respecto del origen de coordenadas.

x=1

\

\
1
\

F(x)=3¢ =3 L £'(x)=0 :{

x=-1

f"(l) >0 = en el punto (1,—2) hay un minimo

f(x)=6x { ,

; 0,0) A to de inflexion.
f"(—l) <0 = en el punto (—1,2) hay un maximo - ( ) ay punto de inflexién

g(x) =2x’ es una pardbola que tiene su vértice en (0,0)

Cortes entre ambas curvas f(x) =g(x) =¥ -3x=2x" = x(x2 —2x—3) =0 > {x =0,x=-1,x =3}

3 : se cortan en los puntos (—1,2),(0,0) y(3,18)
/ 77777 / El area pedida serda A=J._Ol(f(x)—g(x))dx +I:(g(x)—f(x))dx
_2/ /2 0 3 o 3] oo 3|
A=J (x3—2x2—3x)dx+J (—x3+2x2+3x)dx={——f—f:| +{_7+7+7:| =
. \/ - 0 4 3 2], | 4 3 2
S e
4 3 2 4 3 2 6

Ejercicio 2.

N2 2
- Calcula el valor de L_ xE&“en(x )dx.
m

- Calcula la primitiva de la funcidn f(x) = ln(l - xz) cuya grafica pasa por el punto (0 R 1) .

Solucidn:
Jj_j_”x Lsen (xZ)dx = —%J‘j;_’bx [Q—sen (xz))dx = —%[cos (xz)}j;_” = —%I:cos(zﬂ) —cos(ﬂ)] = —%[1 - (_1)] =-1
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Examen final. Matematicas 11 14/05/2009

F(x) :jln(l—x2)dx :x[ﬂn(l—xz)—jxli-i__z—;dx:x[ﬂn(l—x2)+2j1f2xz dx:xD]n(l—xz)+2J-£—1+1_1x2jdx:

T

u=1n(l—x2) =du= 1__2)):2 dx

dv=dx > v=x

=xD]n(1—x2)—2Idx+ZIl_1x2dx=x[|]n(1—x2)—2jdx+jlixdx—jlzlxdx=x|:|]n(1—x2)—2x+ln|l+x|—1n|1—x|+C
U 4, B _(B-A)xrdrB 1 ¥4
1-x2 1+x 1-x 1-x? 1-x2 1+x 1-x

F(x)=x|]]n(1—xz)—2x+1n|l+x|—1n|l—x|+C ; comosabemosqueF(0)=l = C=1

para que exista 1n(1 - x2) = —1<x<1, entonces podemos quitar los valores absolutos y nos queda :

F(x):xD]n(l—x2)—2x+ln(1+x)+1

1-x

Ejercicio 3.

Se considera, en el primer cuadrante, la region R del plano limitada por el eje OX , el eje OY , larecta

1
x=2ylacurva y = > - Encontrar el valor de @ para que la recta x = @ divida la region R endos
+x

partes A (izqul'erda) y B (derecha) , tales que el drea de A4 sea el doble quelade B.

Solucion:
______________________________________________________________________ 4 Ir3m R NN | R (P pame) SE—
5 4 B
—5 1,5 = =055 0 0,5 1 R 2
x=a x=2
_ a 1 A2 1
4=28 = [ —dx=2f paeati
1 1 1 1 1 ) Y 1
j j dx =— 5 dx—z_[ 5 dx—farctg(—j+c

a 1 E 1 Al a1 a a 1 a\_nm a
dx =2 dx = —|arctg| — ZZEL arctg| — = —arctg| — |=arctg (1) —arctg| — | = —arctg| — |=——arctg| — | =
[rvee v 2{ g(zﬂo 2[ g(zﬂ, 2 g(z] g (1) g(zj 2 g(z) 4 g(z]
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