Examen. 1¢evaluacion 4/12/2007
Opcion A

Ejercicio 1. (Puntuacién maxima: 2 puntos)

Obtener la ecuacién de la recta tangente a la grafica f(x)=2x3—6x2+4 en su punto de
inflexion.

Calculamos el punto de inflexion de f(x) =2x*-6x" +4

f'(x) =6x” —12x

fM(x)=12x-12; f"(x)=0=12x-12=0 = x =1

f"(x)=12= f"(1)20 = en x=1, f(x) tiene su punto de inflexion.

Punto de tangencia (l,f(l)) = (1,0). La pendiente de la recta tangente a f(x) en ese punto serd m = f'(l) =>m=-6

La ecuacion de la recta pedida es y—0=-6 (x - 1) = y=-6x+6

Ejercicio 2. (Puntuaciéon maxima: 3 puntos)

Se divide una cuerda de longitud 1 en dos partes, no necesariamente iguales, para construir un
cuadrado y una circunferencia. Probar que de todas las posibilidades, la que encierra un area
total minima surge cuando el radio del circulo es la mitad que el lado del cuadrado.

X | I-x
2 2 2 2
— — 1_
A4 = E N 4 =X ; en el circulo se cumple 27tr =1-x:>r=l—x:> A4, = I=x = 4, :( x)
4 16 2 2 4
, . L x’ (l—x)2
El area total sera una funcion en x: A(x) =4+4 = A(x) :E+—4
T
, . . ) x 1-x x 1-x 4
buscamos el minimo de esta funcion, A (x) =—- ; A (x) 0= ———-= =
8 2m T+4

1 4 I 1
comprobamos que es un minimo, A"(x) :g 5 = A"( . 4) :g +2—> 0
T T T

4 1
entonces el area total es minima cuando x :T4 v el lado del cuadrado es | :% =1/=

m+4
4
1-x L I l
por otra parte el radio del circulo es r =—— = r =—=— = r =—— y se cumple que r = —
2m 2m 2(m+4) 2
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Examen. 1¢evaluacion 4/12/2007

Ejercicio 3. (Puntuacién maxima: 2 puntos)

L 3x+1 - .
Prueba que la funcidn f(x) 23— alcanza el valor 2 en un unico punto de su dominio.
—COSX

f(x)— 3x+1

3—-cosx

como f(O):%<2 y f(ﬂ)=

es una funcion continua en el intervalo [0,77] por ser cociente de funciones continuas y 3—cosx#0

37+1

>2, aplicando la propiedad de Darboux tenemos que /(x) toma todos los valores

3r+1

comprendidos entre % y al menos una vez en el intervalo (O, IT) = f(x) =2 en (O, IT).

3x+1

Veamos que ocurre en un unico punto, entonces la ecuacion =2 = 2cosx+3x-5=0 sdlo tiene una solucion.

—cosx
Supongamos que 2cosx +3x—5=0 tiene dos soluciones, x, y x, (x1 < xz) ; definimos la funcion g(x) =2cosx+3x-5

g(x) es continua en [xl ,xz] , derivable en ()cl , xz) y g(xl) = g(xz) ya que en ambos puntos g(x) =0 = estamos en las

condiciones del teorema de Rolle = [ ¢ D(xl, xz) tal que g'(c) =0

I r 3 . .7
pero g (x) =-2senx+3 y g (x) =0= —2senx+3=0= senx # 5 con lo que llegamos a una contradiccion.

. ., 3x+1
Por todo lo anterior la ecuacion

=2 solo tiene una solucion y queda demostrado.
—CcoSX

Ejercicio 4. (Puntuacién maxima: 3 puntos)

Sea f(x) una funcién real de variable real, derivable y con derivada continua en todos los

puntos y tal que: f(0)=1, f(1)=2, f'(0)=3, f'(1)=4.

Se pide:
- Calcular g'(O), siendo g(x) =f(x+f(0)). (1 punto)
2
2 - 1
- Calcular ling (f(x))x lf(x+ ) (2 puntos)
X e -

g()=/(x+7(0)) = g(x)=f(x+1) = '(x) = /' (x+1) = &' (0) = /'(0+1) = /(1) = ¢'(0) =4

() (e
x=0 e -1

47 ()" (x)- /' (x+1) _403-4 _
e’ e’

= (indet. % v aplicamos L'Hépitalj = ling 8
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Examen. 1¢evaluacion 4/12/2007
Opcion B

Ejercicio 1. (Puntuacion maxima: 2 puntos)

Sea la funcion f(x)=x2sen(x—4)+17. Demuestra que la funcién derivada f'(x) posee al

menos una raiz real en el intervalo (0, 4).

f(x) = xzsen(x—4) +17 es una funcion continua en el intervalo [0,4] y derivable en (0,4) por ser producto
y suma de funciones continuas y derivables y ademas f (O) =f (4) =17 con lo que estamos en las condiciones

del teorema de Rolle = DxOD(O,4) tal que f'(xo) =0= 1" (x) posee al menos una raiz real en (0,4).

Ejercicio 2. (Puntuacion maxima: 3 puntos)

Calcula los limites siguientes:

senx Eﬂl —sen x) senx —sen’x

1-2 -
= lim = (indet. % , L’Hépitalj = lim (1-2senx) _-1_1

lim = =
2 X“,EI —2cos x [$enx xﬁg —2cos x[$enx xﬁg —2sen x -2 2

cos x = 2senx[dosx _ . cos x [l —2senx)
1 cos’ x T cos’x

1
(1Y o (1) NERATN R 1 .m(?j, 0
lim| — =(mdet. 00 )3 lim| —| =4 = In4=In|lim| — =limln| — =lm01tgx[ﬂn — |=lim =| indet. — , L'Hop.
X [

x=o( =0l x-o| y X0 X X =0 cotg X
1 -2
1 = -2 ) i
2 < 1 ©
= Jim —£X lim—2— = 1im 22" = inder. &, DHop. | =lim2EFEOX o gm0 o fim[ L] =1
X0 -1 x-0 =1 X0 x 0 X0 v-0 | x?
Senzx senzx
(\/xz+x—\/x2—x)(\/x2+x+\/x2—x) Y +x)=(x*-x
lim(\/xz+x—\/x2—x)=(indet. 00—00)=1im =lim ( ) ( ) =lim 2x =

e (ﬁh/ﬁ) ”(\/mh/ﬂ) "“(\/mh/ﬂ)

2x
=lim =1lim 2 =lim 2 2

X = =1
N T e e T \/xz x +\/x2 x /1+l+ l—l NI+0++/1-0
x x

X X X
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Ejercicio 3. (Puntuacién maxima: 2 puntos)

Sea f(x) =ax’ +bx* +cx+d una funcién que cumple f(l) =0, f'(O) =2, y tiene dos extremos

relativos para x=1 y x=2.
- Determinar a,b,c y d .
- ¢Son maximos o minimos los extremos relativos?

f(x)=ax’ +bx* +ex+d = f'(x)=3ax’ +2bx+c

1
7(1)=0= a+b+c+d=0 i g —4b =4 “73
f(0)=2=c=2 arbrd=2 {12a+4b=—2 p=-3
, = 3a+2b=-2 = -—— = 2
f(1)=0=3a+2b+c=0 a4 4b = - 6a =2 S
f'(2)=0=12a+4b+c=0 LS
6

Veamos si los extremos relativos que estan en x =1 y x =2 son madximos o minimos
f"(x) =6ax+2b = f"(x) =2x-3;

f"(l) =-1<0= en x =1 mdaximo / f"(Z) =1>0 = en x =2 minimo.

Ejercicio 4. (Puntuacion maxima: 3 puntos)

) _ o x*+4x+3 six<0
Sea la funcion definida del modo siguiente: f(x) =

—x +ax+b six>0
- Halla los valores de a y b para que la funcidn cumpla las hipotesis del teorema de
Lagrange en el intervalo [—3,2].

- Con los valores obtenidos, halla los puntos de la curva y =f(x) en los que la tangente es

paralela a la cuerda que une los puntos 4 = (—3,f(—3)) y B= (2,f(2)).

Para que f(x) cumpla las hipotesis del teorema de Lagrange debe ser continua en [—3,2] y derivable en (—3,2).
f(x) es continua en todo R, salvo quizas en x =0. Vamos a imponer que sea continua en ese punto.

£(0)=lim £ (x) ; £(0)=0°+40+3 = £(0)=3

x-0

fi /() =l (o7 + 4x3) =3

lim £ (x) = = b=3
lim £ (x) = lim (=x* +ax+b)=b

x-0" x-0"
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Examen. 1¢evaluacion 4/12/2007

f (x) es derivable en todo R, salvo quizds en x =0. Vamos a imponer que sea derivable en ese punto.

1:(0)=1:(0)
f_,(o):hmf(om)—f( ):hm(o+h) +4(0+h)+3—3:nmh2+4h: im}{(h+4):1im(h+4):4

h-0 h h-0 h B0 h h-0 3 B0
ﬂ(o)=111%1f(0+h2_f( )=,}ifgz ~(0+h) +ah(o+h)+3—3:hlirloq _h2h+“h=llir3}{(_;+“)-llu}3(—h+a)=a

entonces a =4

Como f(x) cumple las hipotesis del teorema de Lagrange = U x, [ (—3,2) / f'(xo) =

en esos puntos la recta tangente es paralela a la recta que une los puntos (—3,f(—3)) y (2,f 2))

x*+4x+3 si x<0

f(X):{

-x*+4x+3 si x>0

2x+4 si x<0

2x+4 si x>0

/() ={

0)-1() ro_7 _[PriTs 2
/()= 2-(-3) =)= = 13
—2x,+4 = :xOZE
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