Algebra lineal. Noviembre 2020

Instrucciones: Debes resolver cuatro ejercicios, a elegir entre los seis propuestos.

Ejercicio 1. (Puntuacion maxima: 2,5 puntos)
(1,25 puntos) Dados los vectores de R4,Ul=(1,0,2,—1), U2=(—1,1,—2,2), u3=(2,2,0,—2),
u,=(0,1,2,-2) y uy=(-2,—-2,-1,1), prueba si el sistema S={U,,U,,U,,U,,Us} es un sistema de

. . 4
generadores para el espacio vectorial R" .

(1,25 puntos) Determina los valores de m para que los vectores e1=(m,—1,0,2), e, :(O,m,—l,l) y

e, =(1,0,—1,m) sean linealmente independientes.

Solucion:

La dimension de un espacio vectorial coincide con el nimero de vectores que tiene cualquiera de sus bases, y también es el nimero
minimo vectores necesarios para generar el espacio y el maximo nimero de vectores linealmente independientes que podemos
encontrar en ese espacio vectorial.

Para que el sistema S :{ul, u,, Us, U,, u5} sea un sistema de generadores para R*, debe haber 4 vectores linealmente independientes,
por tanto, la matriz que formamos con los vectores de S debe tener rango 4.

1 -1 2
1 -
menor de orden 2: 0 lj":l;to : menor deorden3:10 1 2/=—4=%0
1 -1 2 0 -2 2 2 0
A= o1 2 1 =2 N 1 -1 2 0 1 -1 2 0
2 -2 0 2 -1 1 2 1
menor de orden 4 0 1 21 01 21 0 -4 2[(=16=%0
_ _ _ : = = — =16 #
12 2 21 2 -2 0 2 0 0 -4 2
1 0 -2
-1 2 -2 2f-r2r [0 1 0 -2
Fy=F,+F

Como hemos encontrado un menor de orden 4 distinto de cero = Rang A=4 = Hay 4 vectores linealmente independientes,
U, U, uyu, y B={u,u,,u;,u,}esunabase de R* = S={u,u,,u,,u,,Us} esun sistema de generadores para R*.

e, e,y e, seran linealmente independientes cuando el rango de la matriz que podemos formar con ellos, sea 3.

Menor de orden 2 =220
m 0 1 11‘ -m-1=0 = m=-1
a0 0 1 1 0 m=—1
= — — = = —
0 -1 -1 " ) " M 4m+2=0 =
5 1 m Menores de orden 3:|/0 -1 -I=-m“"4+m+2 y [0 -1 -l=-m-1 m=2
2 1 m 2 1 m

sim=-1, Rang A=2

Los posibles menores de orden 3 son nulos cuando m=-1 = < |
sim=-1, Rang A=3

Sim=-1, e, e,y e, son linealmente independientes
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Ejercicio 2. | (Puntuacion maxima: 2,5 puntos)

1 0 1
-1 1 1 1 -1 1 30
Dadas las matrices A= ,B=|1 -1 1|,C= y D= )
0 2 11 2 -2 1 -4 4 1 3

encuentra X talque A"-X-B+C=D

Solucion:
Hay que resolver la ecuacion A" -X-B+C =D

A-X-B+C=D = A"-X-B=D-C = (A").A".X.B-B:=(A")".(D-C)-B* = X=(A") -(D-C).B*
IT'

P e S P BRI B S B O Y]

I3

-1 1 0 1 0 1
11:l 2:_3 B21:_1 2:1 831:_1 1:1
10 1 31 1
B=|1 -1 1| [B]=-1— Adj(B")=|B T B, = [ 1—o ~pgi=tl1 1 o
) 2o o2 Zh 2 S | -1
11 2 2 -1 1
Bo=[ =2 B J--1 By=| °|-1
13_1 1_ 23 T 1 1_ 33_1 _1_

3 -1 -1

w9 e e 2O e e

01 -1
X:
[201)

Ejercicio 3. (Puntuacién maxima: 2,5 puntos)

(M+2)x+y+z=m-1
Sea el sistema de ecuaciones lineales, dependientes del pardmetro real m, mx+(m —1) y+z=m-1
(m+1)x+(m+1)z=m-1

— (1,5 puntos) Discute el sistema para los diferentes valores del parametro m.
— (1 punto) Resuelve el sistema en los casos en que sea compatible.
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m+2 1 1

La matriz asociada al sistemaes A= m m-1 1 ; estudiemos su rango segun los valores de m.
m+1 0 m+1
m+2 1 1 m+1 1 1
m+1 1 m
A= m m-1 =m-1 m-1 1 :(m+1)'m L m J.‘ =(m+1)0 Jz(m+l)m(m—l)
m+l 0 m+l, o |0 0 m+ R
m=0
|Al=m(m+1)(m-1) - [A=0 = m(m+1)(m-1)=0 = <m=-1 = sim=0,m#-1ym=1, RangA=3
m=1
-1 0 -
. _ 2 11 menor de orden 2: =1#0 = RangA=2
Sim=0 = RangA<3y A=|0 -1 1 -1| > 1 0
1011 como C,=-C, = RangA=2
1 1
menor de orden 2: =-1#0 = RangA=2
1 1 1 2 -1 -2
Sim=-1 = RangA<3y A=|-1 =2 1 2| - 1 1 -2
0 0 0 -2 menor de orden 3:|-1 -2 -2/=2#0 = RangA=3
0 0 -2
11 3 1
. _ 3 0 menor de orden 2: =-1#0 = RangA=2
Sim=1 = RangA<3y A=|1 0 1 0] — 10
2020 como laC, es nula = RangA=2

sim=0, m=-1ym=1, Rang A=3=Rang A =n° incognitas = sistema compatible determinado.
sim=0, Rang A=2=Rang A<n°incognitas = sistema compatible indeterminado.

sim=1, Rang A=2=Rang A <n° incgnitas = sistema compatible indeterminado.

sim=-1, RangA=2=Rang A=3 = sistema incompatible.

Resolvemos para m=0, m=-1y m=1

m-1 1 1 1 1 1 1 1 0
m-1 m-1 1 (m-1)-0 m-1 1 (m-1)-1 m-1 0 (1 1 1
m-1 0 m+lf 1 0 m+l 1 0 i (m-1) 1 m- _m(m—l)(m—z)_m—z

m(m+1)(m-1) m(m+1)(m-1) m(m+1)(m-1) m(m+1)(m-1) m(m+1)(m-1) m+1

m+2 m-1 1 m+2 1 m-
m m-1 1 m m-1 m-
v m+l m-1 m+1]  2m(m-1) 2 L, m+l 0 m-1  m(m-1) 1

m(m+1)(m-1)  m(m+1)(m-1) m+1 m(m+1)(m-1)  m(m+1)(m-1) m+1

Resolvemos para m=0

2X+y+z=-1 0 2R y+2=—1 X=-1-4
-y+z=-1 — menor de orden 2:‘1 01‘7&0 = J-y=-1-z = y=1+1
X+z=-1 X=-1-—7 7=1
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Resolvemos para m=1

3X+y+z=0 3 X+y=-z X=-4
Xx+z=0 - menordeordenZ:‘ 0¢O = IX=-12 = y=21
X+z=0 *+2=0 =41

Ejercicio 4. (Puntuacion maxima: 2,5 puntos)

a 1 2 -1 0 2 _
Sean A= 0 a , M, = 0 1 yM, = 0 1 , se pide:

— (1 punto) Comprueba si A pertenece al subespacio vectorial generado por {M1 , Mz}.
— (0,5 puntos) Encuentra dos matrices que pertenezcan al subespacio vectorial generado por {Ml , Mz}

— (1 punto) Calcula A".

Solucion:

A pertenece al subespacio vectorial generado por M, y M, < A=a,-M,+a,-M, , cona,, o, €R

2 -1 0 2 20, —a 0 2q, 200 —oy+2a, 20, —oy+2a, a1l
oM +a, M,=q,- +a,- = + = ; =
0 1 01 0 o 0 o 0 o +a, 0 a t+a, 0 a

2 0 a
20, =a 2 0 a 2 0
. . . #0; |-1 2 1|j=a-2
-a, +2a, =1, veamos cuando tiene solucion el sistema: | -1 2 1| — <|-1 2 1 1 a
o+ta,=a 1

sia=2,S.C.D. ; sia=2,S.lI.
Si a=2 = A pertenece al subespacio porque A=M,+M,; pero si a=2 = A no pertenece al subespacio.

Buscamos dos matrices que pertenezcan al subespacio vectorial generado por M; y M,. Por ejemplo:

w2 1[0 2)_(2 -3 e (8 3).(0 2)_(6 1
A=M, = 2"(0 1}(0 1]"(0 oijz" o 2"[0 3]{0 1]"{0 4j

a1 , (a 1)(a 1) (a® 2a ., (a 1)(a*> 2a) (a® 3a’ , (a 1Y)(a® 3°) (a* 4a°
A= ; A= = ; A= = A= -
0 a 0 a)lO a) (0 @& 0 a)lo a° 0 al 0 a)l0 & 0 a'
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Ejercicio 5.  (Puntuacion maxima: 2,5 puntos)

ax+y+z=a
] ) ) ) i X+ay+z=a

Sea el sistema de ecuaciones lineales, dependientes del parametro real a, .
X—y+z=-a

X—y+az=-a
— (1,25 puntos) Discute el sistema segun los valores de a.
— (1,25 punto) Resuélvelo en los casos de compatibilidad.

Solucidn:
a 1 1 a
. . . - 11 a 1 a .
La matriz ampliada del sistema es A= 1 -1 1 -a , estudiemos su rango:
1 -1 a -a
1 a 1 1 a1l 1 1
a 1 1 a+l O 0
- |1 a 1 1 a1 1 a 1 1
|A|= =a- =a- =-a(a-1)1 a 1 =-a(a-1)| 2 a-1 0|=
1 -1 1 -a 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1
1 -1 —Ye-rqr 1 -1 -
-1 a -a 1 -1 a 4 (o 0 0 a-1 0 Fo=Fothy
a=0
=a(a—1)2(a+1) = |ﬂ|=0 = Ja=1 = siaz#0,azlya=-1,RangA=4>RangA = Sistema incompatible.
a=-1
0 1 10
0 1 1
i — /1 0 10 1 — N
Sia=0= A= = como #0 ; |1 0 1%#0 = Rang A=Rang A =3=n°incognitas.
1 -110 10
1 -1 1
1 -100

Sistema compatible determinado — sistema homogéneo — solucién: {x =0,y=0,z= O}

1 11
) _ |1 11 — o e i
Sia=1 = A= 11 - = C,=C, yC,=C, = Rang A=Rang A=2<n° de incognitas.
-11 -1
X=-1
. I . 1 1 X+y=1-z2 X=-2 .,
Sistema compatible indeterminado; #0 = v ez = _1 = solucion:{y=1
a y= 7=1
-1 1 1 1 C,=-C, > RangA=2
i -1 -1 1 1 -1 1 - . . .
Sia=-1 = A= = _ = Sistema incompatible.
1 -1 1 1 1 1 -1#0 = RangA=3
1 -1 -1 1 1 11
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Ejercicio 6. (Puntuacion maxima: 2,5 puntos)

Sea AeM, , talque A>=A (A=l y A=0).Si B=2A—1, se pide:
(1 punto) Encuentra la forma general de las matrices A.

(1 punto) Calcula la matriz B**® y |B|

— (0,5 puntos) Prueba si existen las matrices A"y B,
Solucidn:

b b b b 2 b
AeM,, ; A= a y A2=A = a a b) _ra _ [@+bc ab+bd)_(a
¢ d c d{c d) (c d ac+cd bc+d?) (c d

2
. a—
a’+bc=a — sibz0 —> c=

i sib=0 > a’=a ya=0 o0 a=1

ab+bd=b — b(a+d)=b — b=0oa+d=1->d=1-a

ac+cd=c — c(a+d)=c — c=0oa+d=1—>d=1-a

d?+bc=d
. 00 10
c 1 c 0
Como A=l y A0 = a b
sib0 > A= a_az
1-a
b
B=2A-1 y A=A - B?*= 2A—I (2A—I)(2A—I):4A2—2A-I—I-2A+I2:4A2—4A+I:4A—4A+I:I
B®=1: B*=B; B*=B?’=1 = Bzoz" |

Como B’=1 = [B’|=|I| = [B-B|=1 = [B|:[B|=1 = [B|=1 0 |B|=—

. 00 10
Si A:( j 0 A:[ j = |A|:
c 1 c O

a b = A" no existe.

: a-a’
Si A=| 5-32 A 1 a)-b- =0
aba | = |A=al-a)-

B°=l = B-B=I = B'=B
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