Examen de calculo diferencial e integral 21/04/2009
Opcion A

Ejercicio 1. (Puntuacién maxima: 3 puntos)

Sea la funcién f(x) =2x|4 - x|
a. Estudiar su continuidad y derivabilidad.
b. Dibujar su grafica.
c. Calcular el area del recinto acotado por la grafica y = f(x) ,lasrectas x =0, x =5 yel eje
OX.

_ 2x(4—x) si x<4 _
f(x)_{2x(x—4) si x>4 - f(x)_{sz—Sx si x>4

Las dos ramas de la funcién son pardbolas, con lo que sabemos que son continuas y derivables en todos los puntos salvo
quizds en x=4. Estudiemos, en ese punto, la continuidad y derivabilidad de la funcion.

. (o no2)
lim f (x) = lim (8x - 2x*) =0

8x —2x* si x<4

4)=0; limf(x)={"" * = 4)=lim f'(x = x) es
f( ) x*“f( ) lil}gf(x):lil}g(2x2—8x):0 f( ) "*4f( ) f( )
continua en x =4 = f (x) es continua xR
2

f_,(4):hmf(4+h)—f(4) zlim8(4+h)—2(4+h) -0 zlimh(—zh—s) - tim (<24 —8) =8

h-0 h h-0 h h-0 h h-0

2

£(a) = tim LEH L) 2(4R) Z8(R) 20 B2RES) oy g =g

h-0* h h-0* h h-0* h h-0*

1! (4) Zf! (4) = f(x) no es derivable en x =4
Vamos a representar grdficamente la funcién teniendo en cuenta que estd compuesta por dos trozos de pardbolas.

y=8x—2x" corta al eje OX en los puntos (0,0) y (4,0)
y' =8 —4x = tiene un madximo en el punto (2,8)

la grdfica se corresponderia con la pardbola de trazo rojo

y =2x>=8x corta al eje OX en los mismos puntos (0,0) y (4,0)

y' =4x —8 = tiene un minimo en el punto (2,—8)

.1 la grdfica se corresponderia con la parabola de trazo azul

La grdfica de f (x) la representamos en negro y se obtiene a partir
de la primera pardbola en el intervalo (—00,4] v de la segunda

en (4,+00)
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Examen de calculo diferencial e integral 21/04/2009

El area pedida se corresponde con la zona coloreada

4 5
4= (pe-2v ) [ o -se)ae=f a2 [ 240 -
0

AR .

Ejercicio 2. (Puntuacion maxima: 3 puntos)

Calcula:
. senx(l—senx
“ ?EEI’ (0(0sx)2 ) ¥ Ix[ﬂlnx)z . 2 I x*+2x a
- — con? - -
a) lin;lr Senx(l an x) _ liH}T sen x Se? X _ (L' Hépital) _ lirrzlr COSX —25enxcosx _ lin}TI 2sen x
2 (cosx) -2 (cosx) . —2cosxsenx .7 —Dsenx
2 x —
b) Ix(lnx) dx = 7 lnx j anx[—ll—dx—?(lnx) IxD]aniix—
N N 1
u=(lnx)2 = du=2lanll—dx u=Inx = du=—dx
X X
2 xZ
dV:Xd)C2V:7 dv=xdx = v=—
2 2 2 2 2 2
=x_(1nx)2{x_1nx- x_gtdx}x_(lnx)z-x_mxﬂ_w
2 2 2 x 2 2 4

1
¢) jx3+2xdx=jxdx jx +2d -—j dx -

N i A+M =0 |
1 A Mx+N _(A+M)x+Nx+24 A=—
3+2 =—+ 2+2 = 2+2 =<N =0 = 2

X X X X X(X ) 24=1 N=0

iln(x +2) C

-1
2
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Examen de calculo diferencial e integral

Ejercicio 3. (Puntuacion maxima: 2 puntos)

21/04/2009

Se consideran las curvas y =x’> e y =a, donde a esun nimero real con 0 <a <1.Ambas curvas

se cortan en un punto (xo,yo) con abscisa positiva. Hallar a sabiendo que el area encerrada entre

ambas curvas desde x =0 hasta x = x, esigual a la encerrada entr

e ellas desde x = x, hasta x =1.

Se trata de encontrar el valor de"a" para que A, = A,
. B = T o
-, -2 = - = 0
Al_.[o (a x )dx— ax 3 ax,
L -0
N 7 3
s | x 1 X,
=| |\x —a)dx=|—-ax| =——a—-|—-ax
4, J-xo( ) i 3 1. 3 ( 3 Oj
xg _ 1 x; 1
entonces ax,——=——a—-——+tax, = a=—
_______________________________ 0| i 3 3 3 3
Ejercicio 4. (Puntuacién maxima: 2 puntos)
Sea la funcién f'(¢) = !
1+¢
) X
Se define la funcidn g I f dt. Calcula hnolM
x-0  x
g(x)=[" r(1)di = g(0)=[ (t
, . : . cos x
segun el teorema fundamental del cadlculo integral g (x) = (4o Sx = T4 o
, o
: x . . g'(x)_.. 1 _1
entonces hmg( ) = (L' Hopztal) =lim g ( ) = hmﬂ ===
¥-0 X x=0 ] 0]+ 1+1 2
"0
0
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Examen de calculo diferencial e integral 21/04/2009

Opcion B

Ejercicio 1. (Puntuacion maxima: 2 puntos)

Sea la funcién f(x) = x’sen (x—4) +17. Demuestra que la funcidn derivada f'(x) posee al menos

una raiz real en el intervalo (O , 4).

f (x) es una funcion continua y derivable en R por ser suma y producto de funciones continuas
v derivables; en particular f(x) es continua en [0,4] v derivable en (0,4) v ademds f(O) = f(4)
£(0)=0%Ben(0-4)+17=17

f(4)=16Ben(0)+17=17

entonces estamos en las condiciones del teorema de Rolle por lo que podemos concluir que

existe x, D(0,4) tal que f'(xo) =0= f'(x) posee, al menos , una raiz en el intervalo (0,4).

También puede resolverse aplicando el th. de Bolzano a f '(x) en el intervalo [0,4]

Ejercicio 2. (Puntuacién maxima: 3 puntos)

Dada la pardbola y =4 —x’, se considera el tridngulo rectdngulo T(r) formado por los ejes
coordenados vy la recta tangente a la pardbola en el punto de abscisa x =7, con »>0.
a. Hallar r paraque T(r) tenga area minima.

b. Calcular el area de la regidn limitada por la parabola, su tangente en el punto de abscisa
x =1,y el eje vertical.

Calculemos la recta tangente a la pardbola en el punto x =r
punto de tangencia P = (r,4 —rz); y'==2x > m= y'(r) =2
Vg Ey—(4—r2) =—2r(x—r) s T =Y =2+’ +4

cortamos la recta con los ejes de coordenadas

x=0 5
a=r,NOY = . =a=(0,"+4)
y==2rx+r +4

:O 2+
b=r, NOX = |  =b=[ 2
y=-"2rx+r +4 2r

El triangulo T (r) tiene por base b y por altura a

1’2 +4|:qr2+4)
2

)
()

2r

la funcion area serd A(r) = , A(r) =
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Examen de calculo diferencial e integral 21/04/2009

16r° (12 +4) =4 (r> +4)
Busquemos el minimo de la funcion drea ; A'(r) = 6,2 ; A’(r) =0
r

2

16r° (> +4)-4(r" +4 2=0 = 4(rX +4)(3r7-4)=0 =3 -4=0=>r=x"F+

(2 +4)=4(r" +4) (2 +4)(3" -4) 7
como r >0 = el area del triangulo es minima cuando r = 2

V3

a La recta tangente a la parabola en el punto (1,3) es

y=-2x+5

/ el darea pedida es la region sombreada A

/ 1 \ A=

[(—2x+5) —(4—x2)]dx ZJ.Ol(x2 —2x+1)dx =

1
0
3

1
_ {x 2 } _1
£] 23 00 1 Bl +x Y
3 o 3
/ 1 \
Ejercicio 3. (Puntuacion maxima: 2 puntos)
Calcula:
J5 . 4T +5"
a) _[ x Q/1+3x7 dx b) lim
0 xo+w 3¥ 4 GF
NG

a) jﬁx Y1+3x% dx =ljﬁ6x(1+3x2)%dx :l (1-!—3—x2 —
0 6J0 6

6 &)
| +| =
b) lim 4+ = (dividiendo todo por 6) = lim 6 6) - 0+0 =0

xotw 3T 4 §F X > +oo (3))‘ 0+1
- +1
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Examen de calculo diferencial e integral 21/04/2009

Ejercicio 4. (Puntuacion maxima: 3 puntos)
2x-1)°
Se considera la funcion f(x :(—
f( ) 4x* +1

a. Calcula las asintotas, los puntos extremos y esboza la gréfica de f(x).

b. Calcula el drea de la regidn limitada por la grafica de f(x) y la recta de ecuacién

4x+5y-5=0.
y (2x-1)" . :
La funcion f(x):ﬁ no tiene asintotas verticales puesto que Dom(f):R, (4x +1¢0)
x
, 4_4+ 1
(2x 1) Ax —4x ] x ¥
1m( xz ) = lim—> - T o lim—X X =1 = y=1es asintota horizontal
oo 4xT+]1 xee 4xT+] x- o 4+i
2
x

no tiene asintota oblicua

8x—4)(4x> +1) -8x(4x* —4x +1 2_
_(x )(x ) x(x i )_16x 4 '.f'(x):0:>16x2—4:0:>x:i%

()= (42 +1)’ (422 +1)"

lj >0 =>enx :% hay un minimo [% , O)

_32x (407 +1) —2(4x* +1)8x(16x7 =4) 965 -128¢" f"(z

f"(x) 4 - 3
2 2
(4x +l) (4x +l) f"(—lj<0 = en x=—l hay un mdximo (—l , ZJ
2 2 2
f(x) corta a los ejes en los puntos (O , 1) y (% , Oj; f"(x) =0=> 32x(3—4x2) =0;enx=0,x :? , X = —g hay puntos de inflexion.
Dibujamos las graficas y calculamos el drea pedida.
~N
-5 -4 -3 = e Do < 2 3 4 5
- 2% =1)° ! - _
iA:jl(S 4xjdx—.[1( a ) dle[Sx—szT—[x—lln(4x2+1)} :E—[l—ln—sjzsms 4, 4=237d
2 o5 0 4x”+1 5 0 2 oy S 2 10 5
(2x-1) 4’ —dx+1, _ 4x ~ g 8 , 1 ,
| T dv = | o @ —I(l—rcz+de—‘[dx—5j74x2+1dx—x—gln(4x +1)
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