Algebra lineal.

Opcion A

Ejercicio 1.

Dado el sistema de ecuaciones lineales

(Puntuacién maxima: 2,5 puntos)

2ax+y-z=(a-1)
x+(a+3)y+3z=1
ax+4y+3z=a
-X+4y+3z=a

Noviembre 2021

, se pide:

— (1,5 puntos) Discute el sistema segun los valores del pardmetro real a.

— (1 punto) Resuélvelo en los casos de compatibilidad.

Solucidn:
2a 1 -1 a-1
. . . - |1 a+3 3 .
La matriz ampliada del sistema es A= . 4 3 , estudiemos su rango:
-1 4 3 a
2 1 -1 a- 2a 1 -1 a-
1 -1 a- 1 -1 a-
- |1 a+3 3 1 1 a+3 3 1
|A|= = =(a+1)a+3 3 1 =(a+l)ja-1 0 1-a =
a 4 3 a a+l O 0 0 4 3 a 4 3 a
-1 4 3 Y -1 4 3 a F,=F,-F, CanCyiC,
1 -1 a 1 1
— a —
=(a+l)ja-1 O 0 |=—(a+1)(a-1 =—(a+l)(a-1 =(a+l)(a-1)(4a+4
(asp-t 0 0 [=—(ari O R G C R R CRIE R

Ao > {27
a=-1

menor de orden2:

Paraa=1= A=
menor de orden 3:

>~ B b P
w
[ = = =)

-1 3

Sia=1 = Sistema compatible determinado

-2 1 -1 =2
~ |1 2 3 1|
Paraa=-1 = A= 14 3 1| C,=C, y F=F
-1 4 3 -1

= siazlya=-1, RangA=4>Rang A= Sistema incompatible.

21
#0
1 4
2 1 -1 = Rang A=3=Rang A = n° incignitas.
1 4 3|%0
-1 4 3

menor de orden 2: [ > %0

1 2

-2 1 - = Rang A=Rang A=2.
menor de orden 3:|{1 2 3|=0

-1 4 3

Sia=-1, Rang A=Rang A=2<n° de incognitas = Sistema compatible indeterminado;
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Algebra lineal.

Noviembre 2021
Resolucién para a=-1
x=1-1
-2 1 —2X+y=-2+1 x=1-z .,
=-5= = = solucion:qy=-4
1 2 X+2y=1-3z y=-2
z=41
2 1 - 2x+y-z=0
Resolucién paraa=-1 = como|1l 4 3|=-14, nos quedamos con las ecuaciones { x+4y+3z=1 y resolvemos por
-1 4 3 —Xx+4y+3z=1
el método de Cramer :
01 - 2 0 -1 2 10
1 4 3 1 1 3 1 41
1 4 3 -1 1 3] -2 1 -1 41 -2 1
X = =0 ; y=———=—-=="; = =—==
-14 -14 =14 7 -14 -14 7
Ejercicio 2. (Puntuacion méaxima: 2,5 puntos)
1 2 1
2 -4 4 6 6 1 2 2
Dadas las matrices A= ,B={ 0 -1 -1|, C= y D= ,
1 -1 5 5 _o -1 3 5 2 1 2

encuentra X tal que cumpla laigualdad: A-X-B—-C=2D

Solucion:

Hay que resolver la ecuacion A-X-B-C =2D

A-X-B-C=2D = A-X:-B=2D+C = A’1~A~X-B-B’1=A71~(2D+C)~B’l =
| I |

S

X =A"-(2D+C)-B*
I3

|-

-4

. ,=-1 A, =4
_J > |A=2 - Adj(A ):(Al &~

Au:—l A22=2

-1

-1 -1 2 1 2 1
L, B11:_5 _2:_3 B21:__5 _2:_1 831:_1 _ =-1
_ o 0 -1 1 1 11
B= o2 —; —; ; [Bl=-1 > Adj(B")= Bo==|, =2 Ba=|, =0 By=—| -1
0 -1 1 2 1 2
B13:_2 _5__2 B23:__2 _5 =1 B33_0 _ =-1
3 -1 -1 3 1 1
siollo 0 1| = xoat|2ft ? P[4 8 G| galifE 002,y
-1 21 -2) (-1 35 2-1 2)13 5 1
2 1 - 2 -1 1
1(-1 4\ (2 4 -2\ 1(2 4 -2 12 4
X== : == = X=
2\-1 2){1 2 -1) 20 0 © 00 0
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Algebra lineal. Noviembre 2021

Ejercicio 3. (Puntuacion médxima: 2,5 puntos)

3 2 -1 X
Dadalamatriz A=| -1 0 1| determina todas las matrices no nulas X =| Y | que verifican la
-1 -2 3 z

igualdad A-X =AX, paraalginvalorde A.

Solucidn:

3 2 -1\(x X 3X+2y-z AX 3X+2y—7=AX (3-2)x+2y-z=0
AX=AX = |-1 0 1lfy|=4y| = —X+2Z =|Ay| = {—X+z=A1y = <—X—Ay+z=0

-1 -2 3z z -X-2y+3z Az —X-2y+3z=A4z —X—2y+(3-1)z=0

Es un sistema homogéneo, siempre compatible. Para que la matriz X sea diferente de la matriz nula, el sistema debe ser
compatible indeterminado = el rango de la matriz asociada al sistema debe ser menor que 3.

3-4 2 -1
La matriz asociada al sistemaes B=| -1 -1 1 | ; RangB<3 < |B|=0.
-1 -2 3-2
3-14 2 -1 2-14 0 2-2 2-1 0 0
-1 2 -1 2-1
B=| -1 -2 1 =l-1 -2 1 -1 -4 2 |=(2-4) =(2-2)- =
-2 4-4| -2 2-1
12 3 . |1 2 34 . |1 -2 4-2 C=C -G,
2 _ﬂ’ 3 3
=(2-2) ) =@ = [B=0 = (2-2)°=0 = 2=2
1 2 -10
Sii=2,RangB<3y B=|-1 -2 1 0| — tiene 3 filas proporcionales = RangB =RangB =1
-1 -2 1 0
X+2y—z=0 a
El sistema queda W = z=Xx+2y = lamatriz pedidaes X =| S
= =0 0.’+2ﬂ
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Ejercicio 4. | (Puntuacion méxima: 2,5 puntos)

Dado el conjunto de matrices A€ M,_, tales que |A| #0 y que cumplen A3 =4A.

— (1,5 puntos) Encuentra una matriz de ese conjunto con todos sus elementos diferentes de cero.

— (1 punto) Calcula el valor de |A| .

Solucion:

AeM,, y |A#0 = existe lamatriz A". Como la matriz A cumple A’°=4A = A’A7'=4AA" = A’=4]

Busquemos una matriz A con la condicion A’ =4l vy que tenga todos sus elementos distintos de cero

b b b 2 2 4 0
A a e a a _[a +bc ab+bd N4 > a‘+bc ab+hd _
c d c dj/lc d ac+dc bc+d? ac+dc bc+d? 0 4

a’+bc=4 a’+bc=4 C:4—a2

ab+bd =0 b(a+d)=0 - b=00 d=-a b a b
- comob#0yc#0 = d=-a —> A=|4_32

ac+dc=0 c(a+d)=0 > c=00d=-a 5 -a

bc+d*=4 bc+d?=4

11
Ahora, por ejemplo,sia=1yb=1 = A:(3 1) es una matriz que cumple A® =4A

[A[=[A-A- A=A A][A=|A]
|4A|=4%|A|=16|A|

|Al=4

Si A°=4A y |N=0 = |A3|:|4A| =N { |A/=—4

= |A’=16]A = [A'=16 = {
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Algebra lineal. Noviembre 2021
Opcion B

Ejercicio 1. (Puntuaciéon maxima: 2,5 puntos)

Sean los vectores de R4,u1:(0 4, k-2, 1), u, :(k, 3,2 ,—7), U, :(k—l, 4,2 ,—5) y
u, =(k, 2,0 ,—2k).
— (1,5 puntos) Halla los valores del parametro K para que el subespacio generado por {ul y Uy, Ug ,u4} sea

diferente de R*.

— (1 punto) Para k =4, encuentra una relacién de dependencia lineal entre los 4 vectores.

Solucion:

La dimensién de un espacio vectorial es el nimero de vectores que tiene cualquiera de sus bases, y también es el nimero minimo
de vectores necesarios para generar el espacio y el maximo nimero de vectores linealmente independientes que podemos encontrar
en ese espacio vectorial.

Si los vectores del sistema S :{ul, u,, us, u4} fuesen linealmente independientes, formarian una base de R* y S seria un sistema
de generadores para R*, eso significa que el subespacio generado por S coincide con R*, (S)=R*.

Para que (S)=R*, los vectores del sistema S ={u,, u,, u;, u,} deben ser linealmente dependientes. Si los colocamos en las filas o
columnas de un determinante, éste debe ser nulo.

0 k k-1 k 0 k -1 k 0 k -1 k
4 k+3 k+2
4 3 4 2 4 3 1 2 4 k+3 0 k+2
= = =-1.k-2 2 0 |=
k=2 2 2 0 k=2 2 0 0 k=2 2 0 0
1 2k-7 0
1 -7 5 K... |1 -7 2 -Kwrw |1 2k-7 0 0
3=3T2 Fy=F;+2F
——(k+2)k_2 2 =—(k+2)[(k-2)(2k-7)-2]=—(k+2)(2k* 11k +12) = - (k + 2) (k — 4) (2k +3)
1 2k-7

~(k+2)(k-4)(2k+3)=0 = k=2, k=4, k= Sik=-2,k=40Kk=> = (s)2R’

0 4 3 4
4 3 4 2 0 043
Para k=4 sea la matriz A= 5 2 2 0 - ‘4 #0y |4 3 4=6 =u, U, U, son linealmente independientes (RangA = 3)
1 -7 5 -8 222
4y+3z=4
4x+3y+4z=2
XU, +yu, +zu; =u, = x(0,4,2,1)+y(4,3,2,-7)+2(3,4,2,-5)=(4,2,0,-8) = 2%+2y+22=0
X— =-8
4 3 0 4 3 0 4 3
2 3 2 3 4
X= 0 (23 2 =_le:—2; y= 2 Z 2 =_T12:—2, Z= 2 2 :gzl - —-2u,-2u,+uU,=u, - 2u,+2u,—-u,—u,=0
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Algebra lineal. Noviembre 2021
Ejercicio 2. | (Puntuacién maxima: 2,5 puntos)
Sean A y B dos matrices cuadradas de orden n tales que |A| =2y |B| =3.

— (1,5 puntos) Decide, razonadamente, si alguna de las siguientes igualdades es cierta:
(AB)*=A'B*; (AB)'=B*A*; (AB) =A'B" , (AB) =BTA".

— (0,5 puntos) ¢Podria ser cierta la igualdad A™ = AT ? Justifica la respuesta.

1 -1
— (0,5 puntos) Calcula el valor de (E Aj

Solucion:

Como |A|=2y|B|=3 = |AB|=|A||B|=6 = la matriz AB tiene inversa(AB)fl

ABA™B™ = | si las matrices A y B no conmutan = en general (AB)f1 #A'B™

AB(AB) " =1 }
(AB) ABB'A'=AA'=1 = (AB) =BA’
=
ay A, e Ay . Ay, b, b, .. b; .. by
Ay By - By ey, by b, ... by ..o by
AcM Al BeM 5
© e - ai1 ai2 au ain , © e = bll bi2 bij bln
I - PP - W by, b, ... by .. by,
A:(aij )i:12...n ) B:(bij )i:lz...n = AB:(Cij )i:12...n donde c; =&, -by; +a, -by,; +a by +-eee +a, by,
j=12..n j=1.2,.n j=1,2,.n

(AB)' =(c )‘,-111'2"“'” donde ¢/ =c; =a, ‘b, +a,, b, +a,,-by++a, b

jn ni
2,..., n
T - b, b, .. b, .. by
3, 8y ... 8, - Ay, b, b, .. b, .. b,
A = filai , B'=| ~ fila i
a'J.I a'2| ajl a'm e b1i b2| bjl bnl e

d, A, - @y e Ay b, by, ... b, .. by,
T t
columna j columna j

A'B" =(d; )., . . donde d; =a, b, +a, b, +ay by +tay b, — dy=c; = (AB) =A'B

ni jn ij
j=1,2,...,n
’ ’ ’ ’ T
BTA =(du )ijz:ll,zz,__ o donde d; =by; -a;, +by;-ay, +by -+ +b,-a, — di=c; = (AB) =BTAT

AT[=[Al: como AAT=1 = |AAY=[I] = |AllAY=1 = |A=1
|A = |A
|A

SiAT=A" = |A"|=|A"|, pero |A’1|:% y |AT|=2 = AtzAT
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Algebra lineal. Noviembre 2021

= = = = = 2n_1

AeM, .y |A=2 -

Ejercicio 3. | (Puntuacién maxima: 2,5 puntos)
ax—2y+z=(a+3)

Sea el sistema de ecuaciones lineales, dependiente del pardmetro real a, § ax +(a+1) y+z=a
ax+(a-3)y+az=(a+3)

— (1,5 puntos) Discute el sistema segun los valores de a.

— (1 punto) Si es posible, resuelve el sistema cuando tenga infinitas soluciones.

Solucidn:
a -2 1
La matriz asociada al sistemaes A=|a a+1 1| ; estudiemos su rango segun los valores de a.
a a-3 a
a -2 1 1 -2 1 1 -2 0
1 -2
|Al=la a+1l 1f=afl a+l 1 =afl a+1 0 =a(a—1)~‘1 a+]Jza(a—l)(a+3)
a a-3 a [l a-3 a, .. [ a-3 a-
a=0
|Al=a(a-1)(a+3) — |A=0 = a(a-1)(a+3)=0 = <a=1 = sia=0,a=lya=-3, RangA=3
a=-3
1 1
menor de orden 2: =3#0 = RangA=2
0 21 -3 0
Sia=0 = RangA<3y A=/0 1 1 0| — -2 1 3
0 30 menor de orden 3:{1 1 0/=0 = RangA=2
-3 0 3
1 -2
menor de orden 2: =40 = RangA=2
1 214 1 2
Sia=1 = RangA<3y A=l1 2 1 1| > 1 -2 4
1 -2 14 menor de orden 3:{1 2 1/=0 = RangA=2
1 -2 4
2 1
menor de orden 2: =12#0 = RangA=2
-3 -2 1 0 -6 -3
Sia=-3 = RangA<3y A=|-3 -2 1 -3| - -2 1 0
-3 6 -3 0 menor de orden 3:|-2 1 -3 =36%0 = RangA=3
-6 -3 0

sia=0,a=1ya=-3, Rang A=3=Rang A =n° incognitas = sistema compatible determinado.
sia=0, Rang A=2=Rang A<n°incognitas = sistema compatible indeterminado.

sia=1, Rang A=2=Rang A<n°incognitas = sistema compatible indeterminado.
sia=-3,Rang A=2=Rang A=3 = sistema incompatible.
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Resolvemos para a =0

—-2y+2=3 L1 - =3 X=1
y+z=1 — menor de orden 2:‘ 3 #0 = Jy+z=1 = y=-1
-3y=3 -3y=3 7=2
Resolvemos para a=1
x:g—l

X-2y+z=4 X—-2y+z=4 3

y 1 -2 4y=-3 y=-> 3
X+2y+2=1 — menor de orden 2:l #0 = X+2y+z=1 4 5 2x+27=5> y:—Z
X—-2y+z=4 X—= =4 7=1

Ejercicio 4. (Puntuacidon maxima: 2,5 puntos)

2 a
(1,5 puntos) Determina todas las matrices A= (b tales que su inversasea 21 —A
C
(1 punto) Siendo A una matriz cualquiera del apartado anterior, encuentra A".

Solucion:

2 a 71 0 -a
A= y A =2l-A=
b ¢ -b 2-c

N S F K

—ab —-ac B 10
—bc -ab+2c-c?) (0 1

—-ab=1 — a=0,bz0 — b=—l
2 2 a
—-ac=0 —» comoa#0 —» c=0 . B
= A=l 1 para cada valor de a (a = 0), una matriz que cumple A™ =2
—bc=0 — c=0 -= 0
a
—ab+2c-c?’=1 —» —-ab=1 > b=_g

Busquemos A"
Podemos multiplicar la matriz A sucesivas veces y buscar la regularidad, pero también podemos aplicar que A™ =21 - A

Como A cumple que A(2I -A)=1 = 2A-A’=1 = A*=2A-I
AN =2A—A=2(2A-1)-A - A*=3A-2I
A*=3A-2A=3(2A-1)-2A — A*=4A-3I
A5:4A2—3/-\=4(2A—|)—3A - A*=5A-4|

2 a n+l na
Entonces A"=nA—(n-1)I A"=n (n-1) Lo A"
=nA—(n—- - = —(n- = =
R 01 LI
a a
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