Matrices y determinantes. Noviembre 2020

Examen A Dpeioss gjercicios propuestos hay que hacer 4.

Ejercicio 1. (Puntuacion maxima: 2,5 puntos)

Sean los vectores de R*,u, =(1,a,1,-1), u, =(-1,1,a,1), u; =(a,1,-1,1) y u,=(-1,1,1,a).
— (1,5 puntos) Segun los valores del pardmetro a, encuentra la dimensién y una base del subespacio
generado por {ul YUy, Uy ,u4} .
— (0,5 puntos) Para a =1, encuentra un vector, distinto de los dados, que pertenezca al subespacio.
— (0,5 puntos) Para a=-1, escribe las coordenadas del vector U, expresadas en una base del
subespacio.

Solucion:

La dimension del subespacio vectorial generado por una serie de vectores va ligada al nimero de vectores linealmente
independientes que tengamos. Llamamos S al subespacio generado por {ul, u,, Us, u4}

Veamos cuéntos vectores son linealmente independientes entre u,, u,, U, Yy u,, segun los valores del parédmetro a.

Para ello, loscolocamos en una matriz y estudiamos su rango.

1 -1 a -1
a 1 1 . . .
A= 1 a -1 — Como la matriz es cuadrada y tenemos un parametro, calculamos su determinante :
-1 1 1 a
-1 a - a+l 0 a+1 O a+l1 0 O
1 1-a 1 1 1-a 1
a 1 1 1 a 1 1 1 a 1 1-a 1
= = =(a+l)ja -2 1 =(a+l)ja -2 1 =
1 a -1 1 1 a -1 1 1 a -2 1
1 2 al a+l 0 a+1
-11 1 aj . |71 1 1 a, .. |11 2 a Fa=hrh Ca=Ca=C
1 1-a O 1 0 1
-a a=
=(a+l)| a -2 1l-a/=(a+1) , 1 =(a+1)’(1-a) = |A=0 = (a+1)’(1-a)’=0 = { .
- -a a=-
a+l o0 0

Sia#1l ya=-1 = RangA=4 = Hay 4 vectores linealmente independientes = dimS =4, S =R* y una base B ={u;, u,, Uz, u,}

1 —
1 -1 1 -1 Menor de orden 2 A j:z;:o
. 1 1 1 1 .
Sia=1= A= 11 4 1 - 1 -1 1 = RangA=3 = dimS=3y B={u, u,, u,}
101 1 1 Menor deorden3:(1 1 1|=-4=0
1 1 -
-1 -1 - 1
1 1 -1 Menor de orden 2 =2#0
) -1 1 1 1 -1 1 .
Sia=-1-= A= = dimS=2y B={u,, u,}
1 -1 -1 1 c F=-F, . Ao
101 1 4 omo F - F, = Rang A=

Si a=1, una base de S es B={u,, U,, u,} y un vector pertenece a S si es combinacion lineal deu,, u,yu, = € =u,+u, €S =
= ¢,=(0,2,2,0)

Sia=-1,unabasedeSesB={u,,u,} = u=a-u+p4-u = (1,-11,-1)=a(-1,1,-1,1)+-(-1,1,1,-1) = {;igl =

= u,=(-1,0)en B
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Matrices y determinantes.

Ejercicio 2. | (Puntuacion maxima: 2,5 puntos)

Dadas las matrices A= [

que A-(X+C)-B=D

Solucion:

Hay que resolver la ecuacién

6 7 5 -1
, B= ,C=
5ol 2) e

A-(X+C)-B=D

-2 D 66
-1 Y N

-23 -1

A71~A-(X —%—C)~B-Bfl:Afl~D-Bfl = X+C=A"-D-B"' = X=A"'.D-B*'-C
| E— | I

Adj(AT):[All:_z A21=_6j .

I I

Az[z GJ - |A=2 -
-1 -2

B=(7 SJ - |B|=-1 - Adj(BT):( B“_zz Bﬂ:_SJ ~ pi-L.

3 2

A12:1 A22:2

Ejercicio 3. (Puntuacion maxima: 2,5 puntos)

a
Dada lamatriz A=| a-1

a a
1 1

’

a’-a a a-1

46

)

Noviembre 2020

encuentra X tal

— (1 punto) Determina los valores de @ para los cuales son invertibles las matrices A y A,

— (1,5 puntos) Para a =1, calcula, si es posible, la matriz (AT -Afl).

Solucion:

a a a
A=l a-1 1 1 | = |A
a’-a a a-1

|Al=a(a-2) > |Al=0 =

a a a a 0 a
=la-1 1 1 =la-1 0 1 |=
a’-a a a-yf . . fa’-a 1 a-
a=0

a(a-2)=0 = {
a=2

Aesinvertible < |[A|l#0 = Aesinvertible < a=0 y a=2

A® es invertible < |A3|¢0 :

C22027C1

a 0

a-1 2-4a =—a(2—a)

|| =|A’20 o [A#0 = Aesinvertible & a=0 y a=2
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111
Sia=1, A=|0 1 1
010

N 11_1 1 _o
Ail l 0_ 1 1 O_ A31 1 -
01 11 11
A=1-(1-2)=-1 — Adi(A")= =— = = =0 =— =-1
[AI=1-(1-2) i(A7)=| A ‘00‘ AZZ‘OO A 01‘
Al_0 o AZ_11_1 %_1 1_1
o 1 * o 1 o 1
-1 1 0 100 10 0\(1 -1 0O 1 -10
A‘1=i100—1,AT=111 — AT.A'={1 1 1|10 0 1|=l1 0 O
lo -1 1 110 11 0/l0 1 -1 1 11

Ejercicio 4. | (Puntuacion méxima: 2,5 puntos)

1 x 6
Dadalamatriz A=|2 y 0|, sabemos que |A|=—3.Ca|cu|a el valor de los siguientes determinantes:
3 z 3
Xy z ? 3y+4 3x+2 3z+6
‘—AT‘ ; ‘(AZ)l ; ‘(ZA)2 ; 3 6 9 ; y  x+6 z+3].
2 01 2y 2X 22

Solucidn:
—AT|=(-1)*-|AT|=—|AT|= —|A|=-3
. K= K-8
A: O A:3 ‘Az * = = —
y y || - ( ) |A2| |A-A| |A||A| 9
z 3
(2A)|=[2A]-[2A] = 24" =[2°-|A]] = 247 =576
xyzzxyz2 xyzzxyzzx162 1 x 6
369:369:3~123:123:y20:—2y0:(—3)2:9
2 1 2 01 2 01 6 0 3 z 3 3 3 z 3
3y+4 3x+2 3z+6 3y+4 3x+2 3z+6 4 2 6 4 0 vy 2 6 X 1 x 6
y X+6 z+3[|=2: vy X+6 z+3 =20 6 3=2:12 6 x|=-2-4 0 yl=4-2 y 0]=12
2y 2X 2z y X Z |5-F-F y X z 6 3 z 6 3 z 3 z 3
F=F-3F
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Ejercicio 5.  (Puntuacion maxima: 2,5 puntos)
(1,5 puntos) Sea Ae M, una matriz que cumple (A—ZI )2 =0. Prueba que |A| #0.

3 a
(1 punto) Encuentra todas las matrices A= (b :J , tales que cumplan la relacion (A—2| )2 =0.

Solucion:

AeM, ., ; (A=21=0 = (A=21)(A=21)=0 = A*-2A.1-21-A+41°=0 = A’ —4A+41=0 = 4A—A’=4I

A—%Azzl = A-(I—%AJzI = I—%AzA’l = Atiene inversa = |A[#0

Alp 1) APy ) o 2l —) AT, Ll )Tl 0 1ea
[3 aj [3 aj [2 OJ [1 aj 2(1 a][l aj (1+ab O]

1+ab 0 00 3 a
(A—2I)2=O = *a = = l+ab=0 = b=—1 = A=
0 1+ab 00 a ~7a
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Examen B Dpeloss gjercicios propuestos hay que hacer 4.

Ejercicio 1. (Puntuacion maxima: 2,5 puntos)
Sean los vectores de R*, U :(1,—2,—1,2), u, =(2,—1,—1,3) y U =(1,4,1,0).
— (1 punto) Encuentra la dimensién y una base del subespacio vectorial S, generado por {Ul U, ,u3} )

— (1 punto) Comprueba si alguno de los vectores 812(1,1,0,2) y € Z(O,—3,—1,1) pertenece al

subespacio S v, en caso afirmativo, escribe las coordenadas del vector en la base del subespacio.
— (0,5 puntos) Encuentra un vector, distinto de los dados, que pertenezca al subespacio S .

Solucion:

El subespacio vectorial generado por tres vectores est4d formado por los infinitos vectores que pueden obtenerse como
combinacion lineal de esos tres vectores. El nimero de vectores, de esos tres, que son linealmente independientes, nos da

la dimensién del subespacio. Cualquier sistema de vectores del subespacio, que esté formado por un nimero de vectores
linealmente independientes igual a la dimensidn del subespacio, seran base de ese subespacio.

Veamos cuantos vectores son linealmente independientes entre u,, u, ¥ u,. Loscolocamos en una matriz y estudiamos su rango.

1 2 1 Menor de orden 2 distinto de cero _12 _ZJJ =320
-2 -1 4 :
411 N 1 2 1 1 2 1 = rango de la matriz 2
> 3 0 Menores de orden 3:|-2 -1 4{=0, |-2 -1 4/=0

-1 -1 1 2 3 0

Hay dos vectores linealmente independientes = dimS =2 y una base, por ejemplo, seria B = {ul, uz}

Para comprobar si un vector pertenece al subespacio, hay que ver si se puede poner como combinacion lineal de u, y u,,
es decir, si depende linealmente de u, y u,.VVolvemos a usar una matriz:

1 21 Menor de orden 2 distinto de cero _12 _ZJJ =320
Parae =(1,1,0,2) — 1 :i (1) - 1 21 1 21 = rango 3
’ 3 Menores de orden 3: (-2 -1 1/]=0 , |-2 -1 1|#0
| -1 -1 0 2 3 2
e, es linealmente independiente conu, yu, = e ¢S
1 2 0 Menor de orden 2 distinto de cero _12 _ZJJ =3=0
Parae,=(0,-3,-1,1) — 2 13 - 1 2 0 1 2 0 = rango 2
_21 _31 _11 Menores de orden 3:|-2 -1 -3|=0, |-2 -1 -3|=0
| -1 -1 1 2 3 1
e, depende linealmente dew, yu, = e,eS = e, =a,-U+a,-u, = (0,-3,-11)=¢,-(1,-2,-1,2)+a,-(2,-1,-1,3)
o, +2a,=0
—2a,—a,=-3 o, =2
(0,-3,-11)=(a, +20,,- 20, —, ,— o, — 1, 20, +30t,) = :>{ =e,=2u,-U, = e,=(2,-1)en B.
-a,—a,=-1 o, =—
20,430, =1

Para encontrar otro vector que pertenezca al subespacio, solo tenemos que formar una combinacion lineal de u, y u, que nos
dé un vector diferente a los que teniamos. Por ejemplo:e, =u, +u, = e, =(3,-3,-2,5)e$S
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Ejercicio 2.

Dadas las matrices A=

Solucion:

(Puntuacion maxima: 2,5 puntos)

2 0 -1
1 1 0
-1 2 1

0 1 1

-1 0 2

Hay que resolver la ecuacion A™*-X =B-A" = A-A*-X=A-B-A"
| I—

10
A11:2 1‘:1 A21:_‘
-1
A=|1 1 0| > [A=-1 > Adj(A")= A&zz_‘l O‘:_
12 1 11
11
A13:‘_l 2‘:3 Azsz_‘
1 2 1 1 2 -
Aot o1 = A1 a1 1
s 4 o 3 4 -2
2 (0 1 1)(-1 2 -1) (1
X=A-B-A' = X=|1 0l]l2 1 1|1 -1 1]=|2
-1 1){-10 2)\-3 4 -2 (3
101
X=l0 20
110

Ejercicio 3.

Dada la matriz A=

= 3 3

1

1
m
m

1

S B B

m

(Puntuacion maxima: 2,5 puntos)

w Rk

m

I3

Azzz‘

0
2

-1

2
-1

Noviembre 2020

= X=A-B-A"

d2 e
=2 A=

1
-1
1
;

- ac]

2:—4 A33:‘

— (2 puntos) Estudia el rango de la matriz A segun los valores del pardmetro m .

— (0,5 puntos) Para m =2, calcula el determinante de la matriz A%

Solucion:

2

2 0
1

y B=| 2 1 -1|,encuentra X talque A*-X =B-A"

= N O
o O -
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m 1 1 1 m1 0 1 11 11
mm 1 1 mm 0 1 "
A=, o o s =0 m o3 3 =(m-3)(-1)°jm m 1 =(m-3) 0 m 1 =
1 1 O 1 iesarrolamos
11 mm_ .. |1 1 0 Mesarrltamos Me,-c.-c; m?)orla(ljl
3= por la C,
alm 1
=(m-3)(m-1)(-1)" T - =(m-3)(m-1)(m*-1)=(m-3)(m-1)"(m~+1)

|A=0 = (m—3)(m—1)2(m+1)=0 = {m=3, m=1, m=-1} = Sim#3, m#1ly m=-1, RangA=4

i 31
3111 menor de orden2—>‘3 3¢0
Sim—3—>A—3311 — 311 3 = Rang A=3
- 1133 3 31 gA=
menor deorden3 — [3 3 1/=83 2 1{=2- =160
113 3). . 1 3
s | 13 3 [1
1111
. 1111 1 1
Sim=1—> A= — | menor de orden 2 —» #0 = RangA=2
111 3 1 3
1111 Cmc,c,
[ -1 1
-1 1 1 1 menor de orden 2 — 1 1:27'&0
. -1 -1 1 1
Sim=-1— A= 1 1 -1 3 — -1 1 1 = Rang A=3
1 01 -1 .1 - menor de orden 3 — —11 —i :1%:8;&0

sim=#3, m=1y m=-1, Rang A=4
En resumen, ssim=3o0m=-1, Rang A=3
sim=1, Rang A=2

[A|=(m-3)(m-1)°(m+1) ; sim=2 = |A=(-1)-1*-3=-3 y |AY=|Al =(-3)’=-27
Ejercicio 4.  (Puntuacién maxima: 2,5 puntos)

Sea Ae M, , una matriz que cumple 2A* +2A+1 =0.

— (1,5 puntos) Calcula A’y |A|

-1
— (1 punto) Encuentra, en funcién de |A , el determinante de las matrices (—AT) y A+1.

Solucion:
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1

AeM,, y 2A’+2A+1=0 ; 2A"=—2A-1 = AZ:%(—ZA—I) = Al=-A-

Xy O By Y N B I CONE VOIS V'O LN GGV I NS WA SR Y
2 2 27 27 4 2 )2 2 4 4

—%000

1000 y A 1
110100 0 -7, 0 0 1\* 1\* 1! "2
A“——Z- 001 0l = |A4|:(—Z] = |A4|:|A|4:[—Zj = |A|:4[—Zj = .
o o -Y o A==
0001 4
o 0o o -Y
1 1

=4

- 1 . . 1 -1
A e 2 . si consideramos que |Al== ‘—AT
S e e e A=7 = |(-A7)
Como 2A*+2A+1=0 = -2A’-2A=1 = -2A(A+l)=1 = A+I=(—2A)71
11 1
|-2Al  (-2)"-|A| 16:|A]

Entonces, |[A+1|= ‘(—ZA)f1

; si consideramos que|A|:% = |A+I|:%

Ejercicio 5. | (Puntuacién maxima: 2,5 puntos)

— (1 punto) Encuentra todas las matrices cuadradas de orden 2 que cumplen la igualdad A=,
— (0,5 puntos) Prueba que las matrices del apartado anterior verifican que A™ = A.

— (1 punto) Una matriz es ortogonal cuando A*=A" . Usando los apartados anteriores, encuentra una
matriz ortogonal de orden 2.

Solucion:
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; b b ’ ’ 10
AeM,, = A= a A A A= a a _[a“+bc ab+hd Ao = |2 +bc ab+bd)_
cd ¢ d)lc d) lac+cd bc+d? ac+cd bc+d?) (0 1

a’+bc=1
1-a
ab+bd =0 — b(a+d)=0 - b=0 0 a=-d| _ . R
sib#0 yc#0 = a=-d = a"=d° =
ac+cd=0 - c(a+d)=0 - c¢=0 o0 a=—d b_1—a2
c

bc+d?=1
b=0,c=0=a*=d?*=1

Pero si<b=0,c#0= a?=d? =1 . Entonces, todas las matrices que cumplen la condicién A’ =1 son:

b=0,c=0=a?=d?*=1
. 10 -1 0 1 0 -1 0
Sib=0 — ; ; ;
c 1 c 1 c -1 c -1

a b
Sib#0 — |1_32
-a
b
SiA=1 = |A|=|I| = |A=1 = [A#0 = Atieneinversa. Entonces A*-A’=A"-1 = A"-A-A=A" = A=A"
IT‘
Una matriz es ortogonal cuando A™ = A" ; las matrices que cumplen que A? = I, también verifican que A" = A. Las matrices
simétricas verifican A= A" = Una matriz simétrica de orden 2 tal que A* =1, es ortogonal. Por ejemplo:
1 0y (-10)(1 0 -1 0
Son ortogonales : ; ; ;
01 0 1)\0 1 0 -
a b ) 7
) _ a Jil-a . .
Si A=|1_g? 5= L pipo1 o b=+vl-a> = A= es ortogonal. Asi, también son
b 2 b 1-a>  -a
2 2
. 01 0o -1\ | 2 2 sena  cosa
ortogonales las matrices ; ; ; e
10/ -1 0 2 2| \cosa —sena

2 2
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