Examen de trigonometria y complejos Curso 2015/16
Ejercicio 1.
Resuelve la siguiente ecuacion trigonométrica: cos2x =1-— tgzx

Solucidn:

2 .r .r r . , .
cos2x=1—tg"°x = Podemos poner toda la expresion en funcion de una sola razon trigonométrica

2 2 2 2y (1= 2
) ) sen” x 2 5 cos” x—sen” x 5 5 cos x (1 cos x)
cos ‘x—sen” x=1-— 5 = cos'x—sen’Xx=———— = COS x—(l—cos x)z 5 =
cos” x cos” x cos” x
2 2cos” x —1 4 2 2 4 2
= 2cos ' x—-1=—-— = 2cos'x—cos"x=2cos"x-1 = 2cos x—3cos”x+1=0
cos” x

cosx=1 = x=0"+k-360°
t=1 = = x=k-180°

cosx=—1 = x=180"+k-360°
) ) 1 x=45+k-360°
cos"x=t = 2-3t+1=0 = =

COS X =——
1 V2 x =315 +k-360°
PSRN = x=45+k-90°

2 1 x=135"+k-360°
cosx=——= =
V2 X =225 +k-360°
Otra posibilidad es :
2 2
- 2
cos2x=1-tg’x = c0s2x=w = cos2x= cos2 al = cos 2x -cos” x —cos 2x =0
cos” x cos” x
) cosx=1 = x=0"+k-360 .
cos"x—1=0 = = x=k-180
cosx=—1 = x=180"+k-360

2x =90r x =45 +k-360°

cos2x~(cos2x—1)=0 = =

2x=270° = x=135+k-360°
=
=

cos2x=0 = = x=45+k-90°

2x =450 x =225 +k-360°
2x =630 x =315 +k-360°

Ejercicio 2.

I
Dado el complejo z =———, se pide:

(1+i31)

a) Escribelo en todas las formas posibles y ndmbralas.
6 ..
b) Halla z” y expresa el resultado en forma bindmica.

c) Calcula %/;

Solucidn:

7 8i—8
31 4743 .4 .3 .3 . .31 . ,
iP= =(l ) T=lir=- = 1+i"=1-i = z=——, pasamos los niumeros a forma polar.

(1-1)
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__2 2 — = :2—2 =
eigi = r=y(-8)"+8* = r=4128 = r=82 N JE+(-1) = r=\2

>

a=1g" (-1)=135" (estd en el 2° cuadrante) a=tg™ (-1)=315 (4° cuadrante)

8—8i 823 82y 8V2us  8V2us [8& ] 5
z= = = = = = = z=v24s
135°-90

(l—l')6 - (\/5315° )6 ) (\/5)66'3150 8 o0 8o

Forma polar V24

Forma trigonométrica NG (cos 45" +i-sen 45°)
Forma binémica  (1+1)

Forma cartesiana (1,1)

Z6=(\/545‘)6:(\/5)6 =8 = 5=-8

645 200

Zl=\3/ 245 = 212%15‘
3
%/2213}(\/545): 222\/3 24543600 = 222%135‘
3
z, = 2 502300 = z, = 3/52554
3

Ejercicio 3.
Encuentra una ecuacion cuyas raices sean los vértices del siguiente rectangulo, es decir, los complejos

2 2 2 2

30° 7 150" * 2100 2 3307

(2:150°)

T (2:307)

(2:210°) g g (2330

Solucidn:

"Un polinomio con coeficientes reales, si tiene una raiz compleja también tiene su conjugada."

Las raices que nos proponen, son conjugadas 2, .con 2. .y 2 . con 2, . = ftendremos una ecuacion

polinomica, de grado 4, con coeficientes reales.

Si las raices son z,, z,, z,, z, = la ecuacion sera (x-z,)-(x-z,)-(x—-z,)-(x-z,)=0
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Pasamos los complejos a forma binomica :

NCI

230c=2(cos30°+i-sen30°)=2{7+5i]=\/§+i ; 23300=2(cos330°+i-sen330°)

V3ot :
2(—2 —Elj:\/g_l
NEE|

2150c=2(cos150°+i-sen150°)=2{—7+5i]=— 3+i 22100=2(cos210°+i-sen210°):2[—§—%ij=—\/§—i

Ahora tenemos :

[x ~(v3+ z)] -[x ~(v3- z)] : [x ~(~V3+ z)] : [x (-3 —i)} =0 , reorganizamos los corchetes para simplificar cdlculos
[(x=B) =i [(x=3)+i [ [ (x+B) -] [(x+B)+i]=0 = [(x_ﬁ)z_,-ﬂ(xmy _iz}:o =

[xz—2ﬁx+3+1]-[x2+2ﬁx+3+1]=0 = [(xz+4)—2\/§x]-[(x2+4)+2\/§x]=0 = (x2+4)2—(2\/§x)2=0

x*+8x*+16-12x> =0 = la ecuacion pedida es x* —4x* +16=0

Ejercicio 4.
Sabiendo que cos2a =-0,6 y E< a <, sin calcular el angulo o, encuentra el valor de sendca,

Iga+cotga y cos3a.

Solucidn:

Si %<Ol<77.’ y cos2a=-0,6<0 = 7r<2a<37ﬂ

cos2a=-0,6 = sen2a=- 1—(0,6)2:—0,8 = {COSZCI:—% R sen2a=—%}

1-0,6 1
cosZazcosza—(l—cosza) = 2cos’a=1+cos2a = cos*a= 2’ =0,2 = cosa=-— g
cos2a =cos* a—sen‘a =

1+ 4
cosZaz(l—senza)—senza = 2sen*a=1-cos2a = sen’a= 20’6=0,8 = senaz\/;

sen4a=sen2(2a)=2sen2a-cos2a:2-(—ij-(—§j = sen4oz:ﬁ
5 5 25
1 2 4 11
cosSa=cos(a+2a)=cosa-cosZa—sena-senZa=(——j-(—§j——~(——):i+i = cos3a=—=
5 5) Vs U 5) 55 55 55
sena cosa sen*a+costa 1 2 2 5
cotga+tga = + = = = = = = cotga+itgo=—=
cosa sena senq-cosa sena-cosa  2sena-cosa  senla _y 2

5
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Ejercicio 5.

1
El producto de dos nimeros complejos es 4i vy el cubo de uno de ellos dividido por el otro es Z Hallalos

y exprésalos en forma cartesiana.

Solucion:

’ . _ r_
Sean los nimeros complejos z=r, y z'=r

’ ’ ’ rr,:4

z-Zz'=4i = r.rﬁ:490 = (r-r)aﬂ— w = ot =90
3

S| (ra)3 ( j (r3j ( j r_:l
—=7 = =7l = |7 =lz] =7 4
z' 4 Ty " " sap o 3a—B=0
7"3 l 3 o o
= =4 r=1 a+ =90 a=22,5
74 = 1 ,r = rdr=4 = =1 = ; p 4a=90" =

, rer'= r'=4 3a—-B=0 B =675
r-r'=4

z=1,_ = z=cos22,5 +i-sen22,5 = z=0,92+0,38 = z=(0'92,038)
Z=4_ . = 2'=4(cos67,5 +i-sen67,5) = z'=0,38+0,92i = z'=(038,092)

67.5°

Ejercicio 6.

Del triangulo ABC conocemos la medida del lado AB=16 dm y los dngulos o =40"y S =64". Se pide la

longitud del segmento de mediana CD y los dos angulos en que queda dividido 6

c

Solucidn:

El dngulo C =180° - (a + B) =76’

16 _ CB N C—B:16~Sen40 10,6 dm
sen76"  send(’ sen76°

Aplicamos el th. de los senos en el triangulo ABC

Ahora, por el th. del coseno C_D:\/S2 +(10,6)2 ~-2-8:10,6-cos64° = CD=10,1dm
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101 8

8-sen 64°
sen64”  sen (BC‘D)

Otra vez, por el th. de los senos en el triangulo BCD 01

= sen (BC‘D) =

sen(BéD)=0,712 = BCD=sen'(0,712) = BCD =454, ACD=30,6

Ejercicio 7.

oo , .z 3 2 o .z
Los afijos de las raices de la ecuaciéon z’ —3z" +12z+16=0 son vértices de un tridngulo. Representa
esos vértices y calcula el area del tridngulo que determinan.

Solucidn:

Todo polinomio de grado impar con coeficientes reales tiene, al menos, una raiz real.

22 =322 +12z+16 =0 tendrd una raiz real que buscamos por el método de Ruffini :

1“1 -z = -3 +12z+16=(z+1) (2’ —4z+16)

-1 4 -16
1 -4 16 0
z+1=0 = 2z =-1
1322 412z+16=0 = +1)-(z*—4z+16)=0 = =2+2+/3i
z z z (z )(z z ) 2441620 z, fz
z,=2-23

2—4z+416=0 = z=

4+,/(-4)Y -4-16 — - -
( 2) :41\2/ 48:4ij®:4i;ﬁz:2ﬂ\/§i

z,=-1 = lellw

2 2
r=y22+(243) =4 r=422+(-243) =4
2,=2+23i = (245) = z,=4, ; z,=2-23i = (-2%3) = z,=4

a :tg’l(\/g):60° 2 a :tg’l(—«/g):300°

Para calcular el area del triangulo tomamos como base

el segmento z,z, = 43 puesto que los puntos z, y z,

comparten abscisa. La altura correspondiente es 3.

:3";\/5:6\/5

A

(@ 300°)
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Si las medidas de la base y la altura no fuesen tan evidentes, usamos trigonometria para calcular lo necesario.

El segmento z,z,=a y zz,=>b

=8 +4-2.4.4.c0s1200 = a° =48 = a=43
P=4+1>-2-4-1.cos120° = b* =21 = b=A21

Ahora como el triangulo es isosceles, la altura sobre z,z, =a

lo divide en dos triangulos rectangulos iguales, de hipotenusa
b y catetos % v h(altura).

2 2
P =(N21) -(243) = #=21-12=9 = h=3

=3'4*/§:6ﬁ

2

A

(4 300%)

(1: 1807 h

o)
all

(4, 300°)
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